Progettazione preliminare di un ugello a spinta ottimizzata per motori a razzo by SIMI, RICCARDO
UNIVERSITÀ DEGLI STUDI DI PISA 
Facoltà di Ingegneria 
Corso di laurea specialistica in Ingegneria Aerospaziale 
TESI DI LAUREA 
PROGETTAZIONE PRELIMINARE DI UN UGELLO A SPINTA OTTIMIZZATA 




ANNO ACCADEMICO 2012-13 
 
UNIVERSITÀ DEGLI STUDI DI PISA 
Facoltà di Ingegneria 
Corso di laurea specialistica in Ingegneria Aerospaziale 
TESI DI LAUREA 
PROGETTAZIONE PRELIMINARE DI UN UGELLO A SPINTA OTTIMIZZATA 





Prof. Luca d’Agostino 
Ing. Lucio Torre 
Ing. Angelo Pasini 
ANNO ACCADEMICO 2012-13 
  





 Indice  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  3  
 Sommario  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  7  
  Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  9  Capito lo 1
  I l motore a razzo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  11  Capito lo 2
 2.1 Introduzione ............................................................................................. 11 
 2.2 Il motore a razzo ideale ........................................................................... 13 
 2.3 La combustione ........................................................................................ 16 
 2.3.1 La combustione completa ................................................................................................. 17 
 2.3.2 La combustione in equilibrio termodinamico .................................................................... 18 
 2.4 L’espansione ............................................................................................. 19 
 2.5 Algoritmo numerico del motore a razzo .................................................. 19 
  Flusso transonico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  23  Capito lo 3
 3.1 Introduzione ............................................................................................. 23 
 3.2 Equazioni di governo del flusso ............................................................... 24 
 3.3 Il metodo di Sauer ................................................................................... 25 
 3.4 Il metodo di Sauer modificato ................................................................. 30 
 3.5 La linea di Zucrow ................................................................................... 33 
 3.5.1 Ivlinezucrow ...................................................................................................................... 34 
  I l metodo del le caratterist iche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  35  Capito lo 4
 4.1 Introduzione ............................................................................................. 35 
 4.2 Equazioni differenziali alle derivate parziali ............................................ 35 
 4.3 Equazioni differenziali del primo ordine .................................................. 36 
 4.4 Sistemi di equazioni del primo ordine ..................................................... 39 
 4.5 Applicazione del metodo delle caratteristiche al flusso ........................... 42 
 4.5.1 Equazioni del flusso........................................................................................................... 42 
 4.5.2 Equazioni caratteristiche e di compatibilità ...................................................................... 42 
 4.6 Approccio numerico al metodo delle caratteristiche ................................ 46 
 4.6.1 Le differenze finite e il metodo delle caratteristiche .......................................................... 46 
 4.6.2 Equazioni caratteristiche e di compatibilità in forma finita .............................................. 48 
 4.6.3 Algoritmo unit process per punti interni .......................................................................... 48 
 4.6.4 Algoritmo unit process in casi particolari ......................................................................... 51 
4 
 
 4.7 Algoritmi basati sul metodo delle caratteristiche .................................... 53 
 4.7.1 Info .................................................................................................................................... 54 
 4.7.2 Inter .................................................................................................................................. 54 
 4.7.3 Axis_sym .......................................................................................................................... 56 
 4.7.4 Wall .................................................................................................................................. 57 
 4.7.5 Inwall ................................................................................................................................ 59 
  Progettazione de ll ’ugello  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  63  Capito lo 5
 5.1 Introduzione ............................................................................................. 63 
 5.1.1 Ugello conico ..................................................................................................................... 63 
 5.1.2 Ugello perfetto .................................................................................................................. 64 
 5.1.3 Ugello perfetto troncato e a spinta ottimizzata ................................................................ 64 
 5.2 L’ugello di Rao ........................................................................................ 66 
 5.2.1 Geometria ed espansione inziale ....................................................................................... 66 
 5.2.2 Il problema ........................................................................................................................ 67 
 5.2.3 Soluzione del problema ..................................................................................................... 68 
 5.2.4 Metodo per ottenere l’ugello ottimizzato .......................................................................... 69 
 5.3 Algoritmo per disegnare un ugello Rao ................................................... 71 
 5.3.1 Ingressi .............................................................................................................................. 71 
 5.3.2 Parte 1. La griglia sviluppata dalla linea dei valori iniziali .............................................. 72 
 5.3.3 Parte 2. I punti B, D, E e la griglia del kernel ................................................................. 74 
 5.3.4 Parte 3. Contorno dell’ugello e turning region .................................................................. 76 
 5.3.5 Parte 4. Prestazioni........................................................................................................... 76 
 5.3.6 Algoritmi utilizzati in raoscontour .................................................................................... 78 
  Strato l imite turbolento alla  parete  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  87  Capito lo 6
 6.1 Introduzione ............................................................................................. 87 
 6.2 Metodo di Bartz ...................................................................................... 87 
 6.2.1 Terminologia e definizioni ................................................................................................. 88 
 6.2.2 Equazione integrale della quantità di moto ...................................................................... 91 
 6.2.3 Equazione integrale dell’energia ........................................................................................ 93 
 6.2.4 Coefficiente d’attrito ......................................................................................................... 95 
 6.2.5 Numero di Stanton ........................................................................................................... 98 
 6.2.6 Spessore di spostamento, di quantità di moto, di energia ................................................. 99 
 6.3 Il programma bartz................................................................................. 103 
 6.3.1 Bartz_mach .................................................................................................................... 107 
 6.3.2 RK4_bartz ...................................................................................................................... 108 
 6.3.3 Bartz_fun ....................................................................................................................... 110 
 6.3.4 I_constants ..................................................................................................................... 112 
 6.3.5 Asf_coeff_simple ............................................................................................................ 113 
  Verif ica e applicaz ione de i programmi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  117  Capito lo 7
 7.1 Introduzione ............................................................................................ 117 
 7.2 Verifica di raoscontour ........................................................................... 117 
 7.3 Verifica di bartz ...................................................................................... 118 
 7.4 Progettazione preliminare di un motore a razzo .................................... 121 
 7.4.1 La camera di combustione .............................................................................................. 122 
 7.4.2 L’ugello ........................................................................................................................... 125 
  Conclus ioni  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  129  Capito lo 8
Appendice A  Soluzione numerica di  un ODE .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  131  
5 
 
 A.1 Introduzione ............................................................................................ 131 
 A.2 Il metodo di Eulero ................................................................................. 131 
 A.3 Il metodo di Eulero modificato predittore-correttore ............................. 132 
 A.4 Il metodo di Runge-Kutta ...................................................................... 133 
Bibliograf ia   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  135  
Indice de l le f igure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  137  
Indice de l le tabel le  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  141  









Il metodo di Rao per ottenere la forma dell’ugello di un motore a razzo che assicuri la 
spinta massima è rivisto e implementato in un algoritmo numerico in ambiente Matlab®. 
La lunghezza dell’ugello, la pressione ambiente e le proprietà del flusso in prossimità della 
gola sono grandezze fissate. Questo metodo richiede l’analisi del flusso transonico in 
prossimità della gola e del flusso supersonico nella parte divergente dell’ugello. Il flusso è 
considerato congelato, stazionario, irrotazionale, isoentropico e assialsimmetrico. Il flusso 
supersonico è studiato applicando il metodo delle caratteristiche. 
 Ottenute la forma dell’ugello e le proprietà del flusso, è studiato lo strato limite 
turbolento alla parete. Un altro algoritmo numerico è sviluppato, ed è basato sul metodo 
di Bartz, per il calcolo degli spessori dello strato limite, del coefficiente d’attrito, del 
flusso di calore alla parete. 
Entrambi gli algoritmi sono verificati confrontandoli con gli esempi riportati nelle 
rispettive pubblicazioni. Essi sono applicati ad un motore a razzo per veicoli spaziali. Il 
motore scelto è a bipropellente liquido, a bassa spinta e opera in condizioni di pressione 






  Capitolo 1
Introduzione 
 
Le prestazioni di un motore a razzo dipendono fortemente da quelle dell’ugello. Tra le 
possibili configurazioni, l’ugello a spinta ottimizzata garantisce le prestazioni migliori 
fissate le condizioni in uscita dalla camera di combustione e la lunghezza. Quest’ultima 
può essere considerata come una misura grossolana della massa dell’ugello. Fissare la 
lunghezza significa quindi fissare la massa. 
La progettazione preliminare di un motore a razzo può essere svolta utilizzando il 
modello semplificato di motore ideale. Anche con questo approccio il numero di variabili 
coinvolte è piuttosto elevato. Si considera, per esempio, il caso di progettazione di un 
motore con spinta specificata e portata, raggio di gola incogniti.  È necessario fissare: 
combinazione dei propellenti, rapporto di mescolamento, pressione in camera di 
combustione, di scarico e ambiente. Tuttavia, la semplicità del modello permette di 
analizzare velocemente diverse configurazioni per poterle confrontare. 
 Le sole informazioni ottenibili relative alla geometria sono la sezione di gola e quella 
di uscita, quindi non si è in grado di stimare le dimensioni e la massa dell’ugello. Una 
possibile soluzione consiste nel considerare l’ugello di forma conica. Se, invece, si desidera 
progettare un ugello con una configurazione più complessa, come l’ugello a spinta 
ottimizzata, è necessario un modello più elaborato. Infine, non si ha nessuna informazione 
relativa al trasferimento di calore e all’attrito alla parete. 
 In questo lavoro si è sviluppato un modello per la progettazione preliminare di un 
motore con ugello a spinta ottimizzata e previsione delle caratteristiche dello strato limite 
alla parete. Questo modello permette di ottenere informazioni più dettagliate senza però 
richiedere un costo computazionale elevato. 
Il primo metodo per la progettazione di un ugello a spinta ottimizzata è del 1955, 
utilizza il calcolo delle variazioni ed è dovuto a Guderley e Hantsch (1). Non è diventato 
comune finché la complicata soluzione non è stata semplificata da Rao (2) nel 1958 e, 
indipendentemente in Russia, da Shmyglevsky (3) nel 1957. 
Lo strato limite che si sviluppa nell’ugello di un razzo è di tipo turbolento, 
comprimibile, con forti gradienti di pressione e con pareti raffreddate. Il metodo scelto 




Il presente lavoro inizia con una breve descrizione del funzionamento e delle parti 
principali del motore a razzo (Capitolo 2). Il modello di motore ideale è introdotto per 
definire le prestazioni del motore. Infine, si analizza la combustione e si discutono due 
possibili approcci per l’espansione. Il Capitolo 3 tratta il flusso transonico in prossimità 
della gola e presenta un metodo semplificato per ottenere una linea da utilizzare come 
inizio per il metodo delle caratteristiche. 
Nel Capitolo 4 si introduce un metodo per risolvere un sistema di equazioni alle 
derivate parziali, il metodo delle caratteristiche. Questo è applicato al flusso supersonico 
nell’ugello e reso risolvibile con un approccio numerico. Il Capitolo 5 descrive in dettaglio 
il metodo di Rao e il programma che è stato sviluppato per il suo utilizzo. L’analisi dello 
strato limite turbolento è affrontata nel Capitolo 6 con un metodo integrale dovuto 
Bartz. Infine, nel Capitolo 7 si validano i programmi presentati nei capitoli precedenti 
confrontandoli con gli esempi riportati nelle pubblicazioni di riferimento. La 
progettazione preliminare di un motore a razzo a bassa spinta con propellenti verdi è 
svolta alla fine del capitolo. 
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   Capitolo 2
Il motore a razzo 
2.1 Introduzione 
Un motore a razzo a propellente chimico trasforma l’energia chimica dei propellenti in 
energia cinetica producendo un getto che genera una spinta secondo la terza legge di 
Newton. In questo lavoro si considerano i propellenti liquidi ma possono essere anche 
solidi. 
 
Figura 2.1 - Rappresentazione del motore a razzo F1 utilizzato nel primo stadio del Saturn V delle missioni 
Apollo e Skylab (immagine tratta da www.nasa.gov). 
Le parti principali di un motore a propellente liquido sono la camera di combustione e 
l’ugello. Nella camera di combustione sono iniettati ad alta pressione i propellenti che 
reagiscono producendo dei gas ad alta pressione e temperatura (2500 - 4100 K). 
Successivamente questi gas sono espansi nell’ugello convertendo l’elevata energia interna 
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in energia cinetica nella forma di gas ad alta velocità (1800 - 4300  𝑚 𝑠⁄ ). I due 
propellenti sono il combustibile e l’ossidante della reazione chimica di combustione. In 
questo caso il motore è detto bipropellente. Se la produzione di gas caldi è ottenuta dalla 
decomposizione di un solo propellente il motore è detto monopropellente e, solitamente, 
la reazione di decomposizione avviene solo quando si raggiunge un dato valore della 
temperatura e/o in presenza di appropriati catalizzatori. 
I propellenti sono stoccati ad una certa pressione in serbatoi. Il sistema di 
alimentazione provvede ad aumentare la loro pressione se necessario ed alimentare la 
camera di combustione. Esistono due tipi di sistemi: con gas in pressione e con 
turbopompe. Il primo tipo (Figura 2.2) utilizza un gas stoccato ad alta pressione (6.9 - 69 
MPa) che viene iniettato a pressione controllata nei serbatoi dei propellenti forzandoli ad 
uscire. Il sistema con turbopompe (Figura 2.3) utilizza delle pompe per aumentare la 
pressione dei propellenti. Queste sono azionate da turbine. I gas caldi utilizzati dalle 
turbine possono essere ricavati da camere di combustione secondarie oppure dal 
raffreddamento dell’ugello stesso. I sistemi con gas in pressione sono più semplici, 
affidabili e garantiscono prestazioni migliori quando la massa totale del propellente, la 
pressione in camera di combustione, il rapporto spinta/peso del motore sono bassi e se il 
motore opera con accensioni ripetute. I sistemi con turbopompe, invece, sono vantaggiosi 
quando la massa totale del propellente e la pressione in camera di combustione sono 
elevati. Inoltre, in questi sistemi le pressioni dei serbatoi dei propellenti sono inferiori 
(0.07 - 0.34 MPa invece di 1.3 - 9 MPa) permettendo l’utilizzo di serbatoi con pareti più 
sottili e quindi di massa minore. 
 
Figura 2.2 - Sistema di alimentazione con gas in 
pressione. 
 
Figura 2.3 - Sistema di alimentazione con 
turbopompe. 
Gli iniettori introducono i propellenti nella camera di combustione. La complessa 
geometria formata da vari passaggi interni e piccoli fori assicura la rottura dei liquidi in 
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piccole gocce (processo chiamato atomizzazione) e il mescolamento con l’appropriato 
rapporto tra ossidante e carburante. 
Nella camera di combustione avvengono le reazioni chimiche di combustione. La sua 
lunghezza è tale da garantire un adeguato mescolamento, la vaporizzazione e la 
combustione completa dei propellenti. La forma più comune è quella cilindrica. La 
temperatura di combustione è molto maggiore della temperatura di fusione della maggior 
parte dei metalli, per cui è necessario raffreddare le pareti. 
L’ugello, comunemente utilizzato, che permette di far raggiungere valori supersonici al 
flusso ha una sezione  decrescente fino ad un valore minimo, detta sezione di gola, per poi 
crescere fino al valore massimo nella sezione d’uscita, detta anche sezione di scarico. 
Questo tipo di ugello è noto come convergente-divergente o ugello De Laval in onore 
dell’inventore svedese Gustaf De Laval che lo sviluppò nel 1888 per utilizzarlo nelle 
turbine a vapore. Anche l’ugello necessita del raffreddamento. 
2.2 Il motore a razzo ideale 
Il concetto di motore a razzo ideale permette di descrivere in modo approssimato il 
motore con semplici relazioni matematiche. In genere le prestazioni in un motore reale 
sono tra l’1% e il 6% inferiori ai valori ideali (5). È comune utilizzare questo concetto 
nella fase di progettazione preliminare. 
Le assunzioni sono: 
> il fluido è un gas ideale con composizione chimica costante 
> il flusso è stazionario, quasi monodimensionale, isoentropico e senza attrito 
> la combustione avviene a pressione e temperatura costanti, dette temperatura 
e pressioni di combustione, 𝑇𝑐 e 𝑝𝑐 
> la velocità del gas è trascurabile nella camera di combustione (numero di 
Mach molto inferiore all’unità) 
> nella gola si raggiungono le condizione soniche (ugello bloccato) 
> l’ugello scarica in un ambiente con pressione costante, 𝑝𝑎 
 
Figura 2.4 - Schema del motore ideale. 
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Applicando il bilancio di massa e quello della quantità di moto in direzione 
longitudinale si ottiene l’espressione della spinta: 
 T = ṁue + (pe − pa)Ae (2.1) 
Dove ?̇? rappresenta la portata dei propellenti in 𝑘𝑔 𝑠⁄ , 𝑢𝑒 la velocità di scarico in 𝑚 𝑠⁄ , 
𝑝𝑒 la pressione di scarico in Pa e 𝐴𝑒 l’area della sezione d’uscita in 𝑚2. Si definisce 
velocità di scarico efficace c la velocità espressa dalla: 
 T = ṁc (2.2) 
Si osserva che in caso di espansione ottima, cioè quando 𝑝𝑒 = 𝑝𝑎, coincide con 𝑢𝑒. 
Specificate 𝐴𝑒 e 𝑝𝑎 le altre grandezze possono essere ricavate dalle relazioni della 
gasdinamica monodimensionale (6). Si applica il bilancio di energia, nella forma di 
entalpia di ristagno, al flusso nell’ugello ottenendo: 
 h0c = h0e → cpTc = cpTe + 12ue2 (2.3) 
Le grandezze 𝑐𝑝 e 𝑇𝑒 rappresentano il calore specifico a pressione costante in 𝐽 (𝑘𝑔 𝐾)⁄  e 
la temperatura statica nella sezione d’uscita in K. Si utilizzano la relazione di Mayer 
𝑅 = 𝑐𝑝 − 𝑐𝑣, la definizione del rapporto dei calori specifici 𝛾 = 𝑐𝑃 𝑐𝑣⁄  e la relazione tra 
pressione e temperatura per un flusso isoentropico ottenendo: 
 ue = �2cpTc �1 − TeTc� = � 2γγ − 1ℛTcℳ �1 − �pepc�γ−1γ � (2.4) 
Dove ℛ e ℳ rappresentano la costante universale dei gas (ℛ = 8.314472 𝐽 (𝑚𝑜𝑙 𝐾)⁄ ) e 
la massa molare del gas in 𝑔/𝑚𝑜𝑙 (è necessario trasformare in 𝑘𝑔/𝑚𝑜𝑙). Queste sono 
legate alla costante del gas specifico dalla relazione 𝑅 = ℛ ℳ⁄ . La (2.4) afferma che la 
velocità di scarico aumenta se aumenta 𝑇𝑐 e anche se diminuisce ℳ. 
La pressione di scarico si ricava dalla definizione di proprietà di ristagno osservando 
che la pressione di combustione è circa uguale a quella di ristagno: 
 pe = pc �1 + γ − 12 Me2�− γγ−1 (2.5) 
Il numero di Mach nella sezione d’uscita, 𝑀𝑒, si ricava dalla relazione della gasdinamica 
per un flusso monodimensionale in un condotto a sezione variabile: 
 AeAt = 1Me � 2γ + 1 �1 + γ − 12 Me2�� γ+12(γ−1) (2.6) 
La variabile 𝐴𝑡 indica l’area della sezione di gola (in inglese throat abbreviato in t). Non 
è possibile esplicitare il Mach per cui si ricava graficamente o con un metodo numerico. 
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La portata è espressa dalla relazione ?̇? = 𝜌𝑢𝐴 ed è costante in qualsiasi sezione. È 
conveniente sostituire le proprietà statiche con quelle di ristagno e con il numero di Mach 
in modo che, considerando la sezione sonica, si ottenga la forma più semplice: 
 ṁ = pcAt
�γRTc γ � 2γ + 1� γ+12(γ−1) (2.7) 
Si definisce velocità caratteristica il rapporto: 




γ + 1�− γ+12(γ−1) (2.8) 
Se sostituita nella (2.7) si ottiene un espressione più compatta della portata: 
 ṁ = pcAtc∗  (2.9) 
La velocità caratteristica dipende principalmente della natura chimica del propellente. La 
grandezza che descrive le prestazioni dell’ugello è il coefficiente di spinta, definito come: 
 CT = TpcAt (2.10) 
Sostituendo le (2.4) e (2.7) nell’espressione della spinta e questa nella (2.10), si ottiene: 
 CT = γ�� 2γ + 1�γ+1γ−1 2γ − 1 �1 − �pepc�γ−1γ � + �pe − papc �AeAt  (2.11) 
L’espressione della spinta in cui si evidenziano le prestazioni separate del propellente e 
dell’ugello si ricava dalle (2.9) e (2.10). Da queste equazioni insieme alla (2.2) si può 
anche ottenere l’espressione della velocità di scarico in funzione del 𝐶𝑇: 
 T = ṁc∗CT , c = CTc∗ (2.12) 
La spinta T, in generale variabile nel tempo, se integrata nel tempo di accensione del 
motore (in inglese burning time abbreviato in 𝑡𝑏) definisce l’impulso totale: 
 I = � Tdttb
0
 (2.13) 
L’impulso specifico 𝐼𝑠𝑝 è definito come il rapporto tra l’impulso totale e il peso del 
propellente utilizzato per produrlo: 
 Isp = Ig0 ∫ ṁdttb0  (2.14) 
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Può essere interpretato come una prestazione simile al consumo medio di un automobile. 
Nel caso in cui sia la spinta che la portata di propellente siano costanti, l’espressione si 
semplifica e può anche essere messa in relazione con la velocità efficace di scarico 
utilizzando la (2.2): 
 Isp = Tg0ṁ → Isp = cg0 (2.15) 
2.3 La combustione 
L’analisi delle reazioni di combustione è importante perché necessaria a determinare la 
configurazione degli iniettori e della camera, e perché influenza direttamente le 
prestazioni del motore. Una tra queste è la velocità di scarico 𝑢𝑒 (2.4) in quanto funzione 
di due variabili caratteristiche dell’analisi, la temperatura di combustione 𝑇𝑐 e la massa 
molare ℳ dei prodotti di combustione. 
Una reazione chimica trasforma un certo numero di specie, dette reagenti, in altre, 
dette prodotti, secondo rapporti ben definiti. Può essere rappresentata da un’equazione, 







I termini a sinistra rappresentano i reagenti, quelli a destra i prodotti. La specie i-esima 
partecipante alla reazione è indicata dalla formula molecolare 𝐴𝑖. Le grandezze 𝜐𝑖′, 𝜐𝑖′′ 
sono i coefficienti stechiometrici e indicano il numero di moli di ciascuna specie. Le frecce 
nei due sensi indicano che la reazione procede in entrambi versi alla stessa velocità, per 
cui è in equilibrio chimico. 
In genere, la combustione è formata da più reazioni chimiche identificate con l’indice j 
e può essere descritta dai bilanci di massa, energia e dalla condizione di equilibrio nelle 
forme: 


















� �xi pp°�υij′′−υij′i = Kj(Tc)
 (2.17) 
𝑁𝑖, 𝑁𝑖
(0) rappresentano la composizione molare all’equilibrio e inziale, 𝜆𝑗 il parametro di 
avanzamento della reazione j, ℎ𝑓𝑖𝑜  l’entalpia standard di formazione in 𝐽 𝑚𝑜𝑙⁄ , 𝑇° =298.15 𝐾,𝑇𝑐 , 𝑇𝑖(𝑖) le temperature standard, all’equilibrio o di combustione, iniziale in K, 
𝑐𝑝𝑖 il calore specifico a pressione costante in 𝐽 (𝑚𝑜𝑙 𝐾)⁄ , 𝑥𝑖 = 𝑝𝑖 𝑝⁄  la frazione molare, 
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𝑝° = 0.1 𝑀𝑃𝑎,𝑝 le pressioni standard e di reazione in MPa, 𝐾𝑗(𝑇𝑐) la costante di 
equilibrio della reazione j. In genere le entalpie sono espresse in 𝑘𝐽 𝑚𝑜𝑙⁄  quindi è 
necessario moltiplicarle per 103 per ottenere unità di misura coerenti. 
Anche nei casi più semplici di combustione adiabatica (Δ𝑄 = 0) e poche specie 
coinvolte il sistema (2.17) non è risolvibile analiticamente. È necessario utilizzare metodi 
numerici. Molti codici di calcolo utilizzano questo approccio. 
2.3.1 La combustione completa 
Si considera la combustione di un ossidante e un combustibile ad un certo rapporto di 
mescolamento r definito come il rapporto tra le portate di ossidante e combustibile. La 
temperatura inziale dei propellenti è quella standard, pari a 𝑇° = 298.15 𝐾. La 
combustione è adiabatica, a pressione costante e si considera sia completa, cioè che 
proceda fino all’esaurimento dei reagenti. Il sistema (2.17) si riduce al solo bilancio di 
energia in quanto sono note le composizioni molari finali. 
Si considera come esempio la combustione dell’idrogeno con ossigeno in eccesso di 
idrogeno. L’equazione chimica è: 
 (1 + x)H2 + 12 O2 → H2O + xH2 (2.18) 
Dove x è un numero maggiore di zero e rappresenta l’eccesso di 𝐻2. La seconda tra le 
(2.17) assume la forma: 
 
�hH2Oo + � cpH2OdTTc
T°
� + x�hH2o + � cpH2dTTc
T°
� +
−(1 + x)hH2o − 12 hO2o = 0
 (2.19) 
Alle condizioni inziali assegnate i reagenti sono gassosi per cui non si devono considerare 
le entalpie di vaporizzazione. Ricordando che le entalpie standard di formazione degli 
elementi allo stato standard sono nulle e applicando il teorema della media integrale si 
ottiene la temperatura di combustione: 
 Tc = T° − hH2Ooc�pH2O + xc�pH2 (2.20) 
La velocità di scarico si ottiene dalla (2.4) sostituendo il calore specifico 𝑐𝑝 riferito ad un 
gas ideale con quello della miscela di gas ideali formata dai prodotti di combustione: 
  ue = �2�c�pH2O + xc�pH2ℳH2O + xℳH2�Tc �1 − �pepc�γ−1γ � (2.21) 
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Se si trascura il contributo della pressione alla spinta, o si considera un espansione 
perfetta, la velocità di scarico coincide con quella efficace di scarico per cui l’impulso 
specifico è esprimibile come 𝐼𝑠𝑝 = 𝑢𝑒 𝑔0⁄ . Il parametro x è legato al rapporto di 
mescolamento dalla relazione: 
 r = ṁoṁf = NO2(o)ℳO2NH2(o)ℳH2 =
12ℳO2(1 + x)ℳH2 ≅ 81 + x (2.22) 
Si osserva che essendo ℎ𝐻2𝑂
𝑜 < 0 la temperatura di combustione cresce al diminuire di 
x e il massimo si verifica in 𝑥 = 0 che corrisponde al rapporto stechiometrico della 
reazione. In termini di rapporto di mescolamento equivale a 𝑟 ≅ 8. Questo andamento è 
seguito anche dall’impulso specifico come illustrato in Figura 2.5, dove sono riportati i 
dati della combustione completa dell’idrogeno con ossigeno alle pressione 𝑝𝑐 =6.89 𝑀𝑃𝑎. 
 
Figura 2.5 - Effetto del rapporto di 
mescolamento nella combustione completa. 
 
Figura 2.6 - Effetto del rapporto di mescolamento nella 
combustione all'equilibrio. 
 
2.3.2 La combustione in equilibrio termodinamico 
Le condizioni di elevata temperatura della camera di combustione promuovono le 
reazioni inverse di combustione, dette di dissociazione. Per tenerne conto è necessario 
considerare la combustione all’equilibrio descritta dalle (2.17). In questo caso anche la 
pressione influenza il processo in quanto valori maggiori inibiscono la dissociazione. 
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In Figura 2.6 sono illustrati i risultati di questo tipo di analisi all’esempio precedente 
di combustione dell’idrogeno con ossigeno. Si nota coma il valore massimo dell’impulso 
specifico non corrisponda più al valore stechiometrico ma ad uno più basso. Questo è 
spiegato osservando che la temperatura di combustione raggiunge il valore massimo 
ancora al rapporto stechiometrico, ma la massa molare dei prodotti aumenta con r e 
l’impulso specifico diminuisce se aumenta la massa molare. 
2.4 L’espansione 
I gas in uscita dalla camera di combustione possono comprendere anche grandi 
quantità di materiale dissociato. Nell’ugello la forte diminuzione della temperatura 
promuove la ricombinazione fornendo ulteriore energia al flusso. 
Questo fenomeno è governato dal tempo di residenza del flusso nell’ugello e quello 
caratteristico delle reazioni chimiche. Il primo è indicato con 𝜏𝑟 e riferito ad un ugello di 
lunghezza 𝐿𝑛 ha la forma: 
 τr ≈
Ln atr (2.23) 
Dove 𝑎𝑡𝑟 rappresenta la velocità del suono locale nella gola. Il secondo è indicato con 𝜏𝑐 
e dipende dalla cinetica chimica delle reazioni. 
Nel caso più generale, si tiene conto dello scostamento dalla condizione di equilibrio 
aggiungendo le equazioni della cinetica chimica. Questo rende ancora più complesso il 
problema. 
Un approccio comune è quello di considerare i due casi estremi. Nel primo si assume 
che il flusso sia in equilibrio, cioè che 𝜏𝑐 ≪ 𝜏𝑟. Il flusso è studiato con le (2.17) accoppiate 
alle equazioni fluidodinamiche. Nel secondo approccio si assume che non ci sia alcuna 
variazione nella composizione chimica, cioè che 𝜏𝑐 ≫ 𝜏𝑟, e per questo è detto flusso 
congelato. Il flusso è studiato con le sole equazioni fluidodinamiche. 
2.5 Algoritmo numerico del motore a razzo 
Il modello di motore a razzo ideale è utilizzato per implementare un algoritmo 
numerico in ambiente Matlab®, chiamato rocket1D. La combustione è considerata 
all’equilibrio e risolta con il programma Cantera®. L’oggetto di questo lavoro è la 
progettazione di un motore con una spinta limitata per cui è ragionevole aspettarsi tempi 
di residenza del flusso nell’ugello molto inferiori ai tempi caratteristici delle reazioni 
chimiche. Si sceglie, quindi, di applicare l’assunzione di flusso congelato nell’espansione. 
Per verificare che 𝜏𝑐 ≫ 𝜏𝑟 si considerano due motori, con due differenti livelli di 
spinta 1 kN e 100 kN. Le proprietà del flusso in uscita dalla camera di combustione sono 




 Tc1 ≅ Tc2 , γ1 ≅ γ2 → atr,1 ≅ atr,2 (2.24) 
I due motori operano con le stesse pressioni in camera e scarico. Per semplicità si 
considera un’espansione ottima. Da questo si ricava che le velocità di scarico 𝑢𝑒 sono 
uguali e che la differenza di spinta è dovuta solo ad una diversa portata, quindi ad una 
diversa sezione di gola. 
 T1 < T2 → At,1 < At,2 (2.25) 
Se, per esempio, si considera l’ugello conico, essendo il rapporto delle aree lo stesso è 
facile verificare che il motore più piccolo ha un ugello con lunghezza minore di quello del 
motore più grande. Questo comporta un tempo di residenza nell’ugello minore, cioè: 
 L1 < L2 → τr,1 < τr,2 (2.26) 
Il primo ingresso di rocket1D è la variabile prop che rappresenta la combinazione di 
propellenti a scelta tra “H2O2” (idrogeno e ossigeno) e “C3H4H2O2” (propino e acqua 
ossigenata). T, r indicano la spinta in kN e il rapporto di mescolamento 𝑟 = ?̇?𝑜 ?̇?𝑓⁄ . Gli 
altri ingressi sono le pressioni di combustione (p_c), di scarico (p_e), ambiente (p_a) in 
MPa e la temperatura iniziale dei propellenti (T_in) in K. La funzione calcola la portata 
(m) in 𝑘𝑔/𝑠, l’impulso specifico (Isp) in 𝑠, l’area di gola (At), il rapporto delle aree 
𝐴𝑒 𝐴𝑡⁄  (AR) e il numero di Mach nella sezione d’uscita (Me). 
 
Figura 2.7 - Diagramma degli ingressi e uscite della funzione rocket1D. 
In Figura 2.8 è illustrato il diagramma di flusso della funzione. Si assegnano i dati a 
Cantera® che risolve il sistema di equazioni (2.17) per la combustione all’equilibrio. 
Questa parte è svolta in una funzione, chiamata combustion, richiamata da rocket1D. 
Una seconda funzione, chiamata nozzle1D, inizia con un blocco di controllo. Se è stato 
inserito un valore di pressione di scarico non nullo risulta falso, in caso contrario 
sostituisce il valore nullo con uno molto piccolo (sostituzione segnalata dal programma). 
Questo accorgimento è necessario perché la 𝑝𝑒 appare al denominatore nella seguente 
(2.27). Poi calcola il numero di Mach nella sezione d’uscita con la (2.5) nella forma: 
 Me = �� 2γ − 1� ��pcpe�γ−1γ − 1� (2.27) 
Si sostituisce il 𝑀𝑒 nella (2.6) per ottenere il rapporto delle aree. Di seguito calcola il 
coefficiente di spinta con la (2.11). Nel blocco di destra è calcolata la velocità 
caratteristica 𝑣∗ con la (2.8). Nei blocchi finali si calcola l’impulso specifico 𝐼𝑠𝑝 dalla 
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seconda tra le (2.12), l’area di gola dalla definizione di coefficiente di spinta (2.10) e la 
portata dalla (2.9). 
 







  Capitolo 3
Flusso transonico 
3.1 Introduzione 
Il regime di velocità immediatamente inferiore e superiore alla velocità del suono, cioè 
caratterizzato da un numero di Mach vicino all’unità, è detto regime transonico. Lo 
studio di questo regime è difficoltoso sia con un approccio sperimentale che teorico. Il 
primo perché il flusso è estremamente sensibile a piccole variazioni. Questo rende 
necessario l’utilizzo di particolari gallerie del vento per ottenere dati affidabili. Esse sono 
caratterizzate da pareti con scanalature o fori che riducono la sensibilità ai vari disturbi. 
Il secondo è difficoltoso perché le equazioni che descrivono il flusso hanno una diversa 
natura matematica nel caso subsonico (sistema ellittico) e supersonico (sistema 
iperbolico) ognuna con propri metodi di soluzione. 
Il flusso transonico in prossimità della gola di un ugello di De Laval è studiato per 
ricavare il luogo dei punti in cui la velocità raggiunge un valore leggermente supersonico, 
detto linea dei valori iniziali. Questa linea è utilizzata come partenza per applicare il 
metodo delle caratteristiche. 
Tra i numerosi approcci a questo problema si citano i metodi perturbativi, i metodi 
dipendenti dal tempo e i metodi della fluidodinamica computazionale (computational 
fluid dynamics o CFD) applicati alle equazioni di governo stazionarie. I primi calcolano le 
perturbazioni rispetto alla soluzione monodimensionale rappresentandole con uno 
sviluppo in serie. Il metodo sviluppato da Sauer (7) è il più semplice dei metodi 
perturbativi. Sauer prende in esame il caso di gola appartenente ad un contorno di raggio 
di curvatura 𝜌𝑡 costante (si tratta di un arco di circonferenza). È attendibile per 𝜌𝑡 
elevati. Altri metodi sono quelli sviluppati da Hall (8), Kliegel (9) attendibili anche per 
raggi di curvatura limitati. 
I metodi dipendenti dal tempo considerano il flusso non stazionario. In questo modo le 
equazioni di governo sono iperboliche sia nelle regioni supersoniche che subsoniche. La 
soluzione stazionaria può essere ottenuta come soluzione asintotica per tempi elevati. Le 
equazioni di governo sono risolte numericamente con un metodo alle differenze finite. In 
genere, i risultati che si ottengono con i metodi dipendenti dal tempo sono buoni ma i 
tempi computazionali sono elevati. Cline (10) ha sviluppato un metodo più veloce senza 
penalizzare la precisione. 
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L’approccio scelto è basato sul metodo di Sauer e l’analisi inizia richiamando le 
equazioni di governo per il flusso che si è interessati a studiare (§ 3.2). Nel § 3.3 si 
presenta dettagliatamente il metodo di Sauer e in quello successivo (§ 3.4) si modifica per 
ricavare la linea dei valori iniziali. Nel § 3.5 è definita una linea dei valori inziali diversa e 
più adatta all’applicazione del metodo delle caratteristiche come consigliato da Zucrow 
(11). 
3.2 Equazioni di governo del flusso 
Il flusso in prossimità della gola è considerato stazionario, irrotazionale, isoentropico e 
comprimibile. Questo flusso può essere descritto con il bilancio di massa, di quantità di 
moto e con la definizione di velocità del suono in sostituzione del bilancio di energia: 
 DρDt + ρ𝛻 ∙ u�⃗ = 0Du�⃗Dt + 1ρ 𝛻p = 0 DpDt − a2 DρDt = 0
 (3.1) 
Il bilancio di massa può essere riscritto (6 p. 540) eliminando la derivata della densità 
ricavandola dall’ultima equazione e considerando il caso stazionario: 
 DpDt + ρa2𝛻 ∙ u�⃗ = 0     →      u�⃗ ∙ 𝛻p + ρa2𝛻 ∙ u�⃗ = 0 (3.2) 
Il bilancio di quantità di moto, nel caso stazionario, può essere riscritto utilizzando 
l’identità vettoriale: 
 (a�⃗ ∙ 𝛻)a�⃗ = 𝛻 �a22 � − a�⃗ × (𝛻 × a�⃗ ) (3.3) 
Si ottiene: 
 
−u�⃗ × (𝛻 × u�⃗ ) + 𝛻 �u22 � + 1ρ 𝛻p = 0 (3.4) 
Si tratta di un flusso irrotazionale, per cui il primo termine è nullo. Se si elimina il 
termine di pressione nella (3.2) ricavandolo dalla (3.4) si ottiene: 
 
−u�⃗ ∙ ρ𝛻 �u22 � + ρa2𝛻 ∙ u�⃗ = 0 → (u�⃗ ∙ 𝛻) u22 − a2𝛻 ∙ u�⃗ = 0 (3.5) 
Questa è un’importante equazione nota come equazione della gasdinamica. Il flusso può 
essere descritto con questa equazione, la condizione di irrotazionalità e la relazione che 
lega la velocità del suono statica a quella di ristagno 𝑎02 = 𝛾𝑅𝑇0. Quest’ultima è costante. 
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 (u�⃗ ∙ 𝛻) u22 − a2𝛻 ∙ u�⃗ = 0
𝛻 × u�⃗ = 0a02 = a2 + γ − 12 u2
 (3.6) 
3.3 Il metodo di Sauer 
Sauer (7) analizza il flusso transonico in un ugello per determinare la linea sonica. Si è 
interessati allo studio di ugelli assialsimmetrici, per cui è conveniente introdurre un 
sistema di riferimento cilindrico. L’asse dell’ugello è scelto come asse x e l’origine del 
sistema di riferimento è posizionato nel punto sull’asse in cui la velocità sonica è 
raggiunta per prima. L’asse y e u, v rappresentano rispettivamente la coordinata radiale e 
le componenti di velocità assiale, radiale (vedi Figura 3.1). 
 
Figura 3.1 - Geometria della gola e il sistema di riferimento utilizzato. 
Il flusso è stazionario, irrotazionale, isoentropico e comprimibile per cui è descrivibile con 
le (3.6) che nel sistema di riferimento scelto diventano: 
 (a2 − u2)∂u
∂x + (a2 − v2)∂v∂y − 2uv∂u∂y + a2vy = 0a2 = a02 − γ − 12 (u2 + v2)  (3.7) 
La velocità del suono può essere espressa in funzione della velocità del suono critica 
𝑎∗
2 = 𝛾𝑅𝑇∗ con la: 
 a2 = γ + 12 a∗2 − γ − 12 (u2 + v2) (3.8) 
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Si definiscono le componenti di velocità adimensionali ottenute dividendo per la velocità 
di riferimento 𝑈∞ = 𝑀∞𝑎∗, pari ad 𝑎∗ nel caso sonico: 
 u� = ua∗ , v� = va∗ (3.9) 
Dividendo per 𝑎∗3 la prima delle (3.7) assume la forma: 
 
�
a2a∗2 − u�2�∂u�∂x + �a2a∗2 − v�2�∂v�∂y − 2u�v� ∂u�∂y + a2a∗2 v�y = 0 (3.10) 
Sostituendo la (3.8) nella (3.10) e dividendo per (𝛾 + 1) 2⁄  si ottiene: 
 ∂u�
∂x �1 − u�2 − γ − 1γ + 1 v�2� + ∂v�∂y �1 − γ − 1γ + 1 u�2 − v�2� +
−
4
γ + 1∂u�∂y u�v� + �1 − γ − 1γ + 1 (u�2 + v�2)� v�y = 0  (3.11) 
In questa analisi si vuole identificare la linea sonica, per cui il campo di velocità può 
considerarsi come la sovrapposizione di una componente non perturbata (velocità sonica 
in direzione assiale) e una perturbata: 
 u� = 1 + u′ , v� = v′ (3.12) 
Dove 𝑢′, 𝑣′ sono quantità piccole. La (3.11) diventa: 
 ∂u′
∂x �2u′ + u′2 + γ − 1γ + 1 v′2� − ∂v′∂y � 2γ + 1 − 2 γ − 1γ + 1 u′ +
−
γ − 1
γ + 1 u′2 − v′2� + 4γ + 1 ∂u′∂y (1 + u′)v′ +
−�
2
γ + 1 − 2 γ − 1γ + 1 (u′2 + v′2)� v′y = 0
 (3.13) 
Si trascurano i termini superiori al primo e si moltiplica per la frazione (𝛾 + 1) 2⁄ : 
 (γ + 1)u′ ∂u′
∂x − ∂v′∂y [1 + (γ − 1)u′] + 2v′ ∂u′∂y − v′y = 0 (3.14) 
Sauer assume che anche i termini 𝜕𝑣′ 𝜕𝑦⁄  e 𝜕𝑢′/𝜕𝑦 siano piccoli, per cui il prodotto con 
le velocità perturbate è trascurabile. Si ottiene: 
 (γ + 1)u′ ∂u′
∂x − ∂v′∂y − v′y = 0 (3.15) 
Il flusso è irrotazionale, è possibile definire una funzione potenziale di velocità e più 
precisamente la funzione potenziale di velocità perturbata adimensionale 𝜙′: 
 u′ = ∂ϕ′
∂x , v′ = ∂ϕ′∂y  (3.16) 
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Una tecnica comune per risolvere le equazioni differenziali non lineari alle derivate 
parziali è quella di assumere come soluzione una serie di potenze. I coefficienti della serie 
sono scelti in modo da soddisfare le condizioni al bordo. Sauer utilizza una serie in y e 
osserva che 𝑢′ è una funzione pari in y (cioè 𝑢′(𝑥,𝑦) = 𝑢′(𝑥,−𝑦)) per cui solo i termini 
con esponente pari sono non nulli: 
 ϕ′(x, y) = f0(x) + y2f2(x) + y4f4(x) + ⋯ (3.17) 
Le componenti di velocità (3.16) diventano: 
 u′ = ddx f0(x) + y2 ddx f2(x) + y4 ddx f4(x) + ⋯v′ = 2yf2(x) + 4y3f4(x) + ⋯  (3.18) 
Si sostituiscono nella (3.15) e si raggruppano i termini in base alla potenza di y: 
 y0 �(γ + 1) df0dx d2f0dx2 − 4f2� + y2 �(γ + 1)�df0dx d2f2dx2 + d2f0dx2 df2dx� +
−16f4] + y4[… ] + ⋯ = 0  (3.19) 
La (3.17) è una soluzione approssimata se si tronca la serie dopo un numero finiti di 
termini. Sauer tronca dopo il termine 𝑦4𝑓4(𝑥). Nella (3.19) solo i primi due termini sono 
completi, gli altri coinvolgono termini in 𝑦6 o superiori. Essa è soddisfatta per qualsiasi 
valore di x, y se i coefficienti delle potenze di y sono nulli. Ponendo i coefficienti di 𝑦0 e 
𝑦2 uguali a zero, si ottengono le equazioni: 
 f2(x) = γ + 14 df0dx d2f0dx2f4(x) = γ + 116 �df0dx d2f2dx2 + d2f0dx2 df2dx� (3.20) 
Lungo l’asse, cioè se 𝑦 = 0, la componente assiale di velocità risulta 𝑢′(𝑥, 0) = 𝑑𝑓0 𝑑𝑥⁄ . 
Per cui, nota 𝑢′(𝑥, 0) è possibile ricavare 𝑓2(𝑥), 𝑓4(𝑥) dalle (3.20). Sauer assume una 
distribuzione lineare del tipo: 
 u′(x, 0) = df0dx = αx (3.21) 
Dove 𝛼 è una costante detta coefficiente della velocità perturbata adimensionale lungo 
l’asse. Sostituendo nelle (3.20) si ottengono le: 
 f2(x) = γ + 14 α2xf4(x) = (γ + 1)264 α3 (3.22) 
Si sostituiscono nelle (3.18), le velocità assumono la forma: 
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 u′ = αx + γ + 14 α2y2v′ = γ + 12 α2xy + (γ + 1)216 α3y3 (3.23) 
Lungo la linea sonica deve essere verificata la condizione: 
 u2 + v2 = a∗2 → (1 + u′)2 + v′2 = 1 (3.24) 
Trascurando i termini superiori al primo si ottiene 𝑢′ = 0 che, se sostituita nella prima 
delle (3.23), permette di ottenere l’equazione della linea sonica: 
 x = −γ + 14 αy2 (3.25) 
È necessario identificare la posizione dell’origine del sistema di riferimento lungo l’asse 
dell’ugello. Dalla Figura 3.1 si osserva che l’origine è ad una distanza 𝜀 dalla gola. Nel 
punto T la componente di velocità perturbata 𝑣′ è nulla in accordo con la condizione di 
non penetrabilità alla parete. Sostituendo 𝑣′ = 0 e 𝑦 = 𝑦𝑇 nella seconda delle (3.23) si 
ottiene il valore di x che corrisponde a 𝜀: 
 ε = −γ + 18 αyt2 (3.26) 
Si osserva che se fosse stato scelto un sistema di riferimento noto a priori (per esempio 
centrato nella sezione di gola), la costante da determinare sarebbe apparsa nella (3.21) in 
modo da ottenere 𝑢′ = 0 nel punto di intersezione della linea sonica con l’asse. 
 
Figura 3.2 - Condizione al bordo utilizzata per 
calcolare 𝛼. 
 
Figura 3.3 - Definizione di curvatura. 
Non rimane che determinare il coefficiente 𝛼. Per farlo si impone il rispetto della 
condizione di non penetrabilità in prossimità della gola. La linea del contorno è 
descrivibile con il parametro s. Si indica con 𝑑𝜏 l’angolo della tangente al bordo con l’asse 
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x nel punto che dista ds dalla gola (vedi Figura 3.2). La condizione di non penetrabilità 
in prossimità della gola ha la forma approssimata: 
 tan(dτ) = v′1 + u′ ≅ v′ (3.27) 
La curvatura 𝜅 è definita come la variazione dell’angolo della tangente alla curva per 
unità di distanza lungo la curva (Figura 3.3). Nel caso di circonferenza, essa coincide con 
il reciproco del raggio. Nel punto T la curvatura può essere espressa utilizzando la (3.27). 
Questa, osservando che 𝑑𝜏 ≪ 1, si semplifica in 𝜏 ≅ 𝑣′. Si ottiene: 
 κ = 1
ρt
= �dτds�T ≅ �dv′ds�T (3.28) 
La derivata di 𝑣′ può essere espressa come: 
 dv′ds = ∂v′∂x dxds + ∂v′∂y dyds (3.29) 
Sauer assume che il raggio di curvatura dell’ugello sia grande rispetto al raggio di gola, 
cioè 𝜌𝑡 ≫ 𝑦𝑡, in modo da poter considerare 𝑑𝑥/𝑑𝑠 ≅ 1 e 𝑑𝑦/𝑑𝑠 ≅ 0. La (3.29) si 
semplifica e sostituendola nella (3.28) si ha: 
 ρt ≅ �
1
∂v′ ∂x⁄ �T (3.30) 
La derivata si calcola dalla seconda delle (3.23), sostituendo e risolvendo rispetto ad 𝛼 si 
ottiene: 
 
α = � 2(γ + 1)ρtyt (3.31) 
La (3.31) permette di ricavare 𝛼, sostituendolo nelle (3.25) e (3.26) si ottiene la curva 
sonica. L’equazione della curva può essere espressa in un sistema di riferimento 0�?̅?𝑦� 
centrato nella sezione di gola e legato al sistema di riferimento 0𝑥𝑦 dalla trasformazione 
lineare: 
 x� = x − ε , y� = y (3.32) 
I valori delle velocità assolute si ricavano dalle (3.23) ricordando che: 
 u = (1 + u′)a∗ , v = v′a∗ (3.33) 
Dove 𝑎∗ può esprimersi in funzione della temperatura di ristagno (costante) considerando 
la seconda delle (3.7) e la (3.8). 
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3.4 Il metodo di Sauer modificato 
Il metodo di Sauer può essere modificato in modo da ottenere una linea in cui la 
velocità sia leggermente supersonica di valore 𝑈∞. Il sistema di riferimento è molto 
simile. L’asse dell’ugello è scelto come asse x e l’origine è posizionata nel punto sull’asse 
in cui la velocità 𝑈∞ è raggiunta per prima (Figura 3.4). 
 
Figura 3.4 - Definizione del sistema di riferimento. 
Per farlo, si definiscono le componenti di velocità adimensionali dividendo per la 
velocità non perturbata 𝑈∞ = 𝑀∞𝑎∗ e si procede nello stesso modo. 
 u� = uU∞      ,     v� = vU∞ (3.34) 
Dividendo l’equazione della gasdinamica (3.7) per 𝑈∞3  si ottiene: 
 
�
a2U∞2 − u�2�∂u�∂x + � a2U∞2 − v�2�∂v�∂y − 2u�v� ∂u�∂y + a2U∞2 v�y = 0 (3.35) 
Sostituendo la (3.8) nella (3.35) e dividendo per (𝛾 + 1) 2⁄ , si ha: 
 ∂u�
∂x �1 − u�2M∞2 − γ − 1γ + 1 v�2M∞2 � + ∂v�∂y �1 − γ − 1γ + 1 u�2M∞2 +
−v�2M∞2 ] − 4γ + 1 u�v�M∞2 ∂u�∂y + v�y �1 − γ − 1γ + 1 (u�2 + v�2)M∞2 � = 0 (3.36) 
Si sostituiscono le (3.12) nella (3.36) e si trascurano i termini superiori al primo: 
 ∂u′
∂x [1 − (1 + 2u′)M∞2 ] + ∂v′∂y �1 − γ − 1γ + 1 (1 + 2u′)M∞2 � − 4γ + 1 +
−
4
γ + 1 v′M∞2 ∂u′∂y + v′y �1 − γ − 1γ + 1 M∞2 � = 0  (3.37) 
Anche in questo caso si assume che anche i termini 𝜕𝑣′ 𝜕𝑦⁄  e 𝜕𝑢′/𝜕𝑦 siano piccoli, per 




∂x [1 − (1 + 2u′)M∞2 ] + ∂v′∂y �1 − γ − 1γ + 1 M∞2 � ++ v′y �1 − γ − 1γ + 1 M∞2 � = 0  (3.38) 
Le (3.18) sono invariate, si sostituiscono nella (3.38) e si raggruppano i termini in base 
alla potenza di y: 
 y0 �d2f0dx2 �1 − M∞2 − 2M∞2 df0dx� + 4f2 �1 − γ − 1γ + 1 M∞2 �� ++y2 �−d2f0dx2 2M∞2 df2dx + d2f2dx2 �1 − M∞2 − 2M∞2 df0dx� ++16f4 �1 − γ − 1γ + 1 M∞2 �� + y4[… ] + ⋯ = 0
 (3.39) 
Ponendo i coefficienti di 𝑦0 e𝑦2  uguali a zero, si ottengono le equazioni: 
 f2 = −14 �1 − γ − 1γ + 1 M∞2 �d2f0dx2 �1 − M∞2 − 2M∞2 df0dx�f4 = −116 �1 − γ − 1γ + 1 M∞2 � �−d2f0dx2 2M∞2 df2dx + d2f2dx2 �1 − M∞2 − 2M∞2 df0dx��
 (3.40) 
La velocità perturbata lungo l’asse si assume abbia ancora la forma (3.21). Per cui: 
 f2 = −α4 �1 − γ − 1γ + 1 M∞2 � (1 − M∞2 − 2M∞2 αx)f4 = α3M∞416 �1 − γ − 1γ + 1 M∞2 �2
 (3.41) 
Si sostituiscono nelle (3.18), le velocità perturbate adimensionali assumono la forma: 
 u′ = αx + M∞2 α22 �1 − γ − 1γ + 1 M∞2 � y2v′ = −α2 �1 − γ − 1γ + 1 M∞2 � (1 − M∞2 − 2M∞2 αx)y + α3M∞44 �1 − γ − 1γ + 1 M∞2 �2 y3
 (3.42) 
La linea cercata si ottiene ancora dalla condizione (3.24), infatti: 
 u2 + v2 = U∞2 → (1 + u′)2 + v′2 = 1 (3.43) 
Se linearizzata risulta 𝑢′ = 0. Per cui l’equazione della linea è: 
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 x = − M∞2 α2 �1 − γ − 1γ + 1 M∞2 � y2 (3.44) 
Il parametro 𝜀 identifica la posizione del sistema di riferimento utilizzato rispetto alla 
sezione di gola. In modo simile al caso originale, si ottiene imponendo che la condizione di 
non penetrabilità nel punto T sia rispettata. Si sostituisce 𝑣′ = 0 e 𝑦 = 𝑦𝑇 nella seconda 
delle (3.42) per ottenere il valore di 𝑥 che corrisponde a 𝜀: 
 
ε = 12M∞2 α �1 − M∞2 − α2M∞42 �1 − γ − 1γ + 1 M∞2 � yT2� (3.45) 
In questo passaggio si è assunto che le (3.42) descrivano il flusso nel punto T e quindi che 
𝑢′, 𝑣′ siano quantità piccole. Questo è ragionevole per valori di 𝑀∞ non troppo diversi 
dall’unità. Questa osservazione sul 𝑀∞ permette di ottenere 𝛼 applicando la condizione 
al contorno nella forma (3.30). Utilizzando la seconda delle (3.42) si ottiene: 
 
α = �1 − γ − 1γ + 1 M∞2M∞2 ρtyT  (3.46) 
Come nel caso originale, dalla (3.46) si ricava 𝛼 che, se sostituito nelle (3.44) e (3.45), 
permette di definire la curva a Mach 𝑀∞ costante. L’equazione della curva nel sistema di 
riferimento 𝑂�?̅?𝑦� si ricava utilizzando la trasformazione (3.32). Le componenti di velocità 
assoluta si ricavano dalle (3.42) ricordando che: 
 u = (1 + u′)a∗M∞ , v = v′a∗M∞ (3.47) 
Dove 𝑎∗ può esprimersi in funzione della temperatura di ristagno (costante) considerando 
la seconda delle (3.7) e la (3.8). 
Questa soluzione può essere confrontata con quella della gasdinamica 
monodimensionale. La sezione in cui si raggiunge la velocità 𝑈∞ = 𝑀∞𝑎∗ è identificata 
con 𝑥𝑃 (Figura 3.4). Per calcolarla, si considera la relazione: 
 AAt�P = yP2yt2 = 1M � 2γ + 1 �1 + γ − 12 M2�� γ+12(γ−1) (3.48) 
Il numero di Mach è riferito alla velocità del suono locale ed è legato a 𝑀∞. In genere, si 
specifica 𝑀 e si ricava 𝑀∞ con la relazione: 
 M∞2 = (γ + 1)M22 + (γ − 1)M2 (3.49) 




 (ρt − yP + yt)2 + xP2 = ρt2 → xP = +�ρt2 − (ρt − yP + yt)2 (3.50) 
In Figura 3.6 sono confrontati i risultati di questo metodo con quelli dell’analisi 
monodimensionale per diversi valori del Mach. La gola presa in considerazione ha raggio 
di curvatura 𝜌𝑡 𝑦𝑡⁄ = 2 e il rapporto dei calori specifici è 𝛾 = 1.2. 
 
Figura 3.5 – Geometria utilizzata per calcolare 𝑥𝑃. 
 
Figura 3.6 - Linee a Mach costante in una gola con 
raggio di curvatura 𝜌𝑡 𝑦𝑡⁄ = 2. 
3.5 La linea di Zucrow 
Zucrow (11 p. 92-94) analizza il flusso transonico con il metodo di Sauer, ma 
suggerisce di utilizzare come linea dei valori iniziali la linea in cui 𝑣′ = 0 (Figura 3.7) 
perché è caratterizzata da un Mach leggermente supersonico, rispetta esattamente la 
condizione al bordo di non penetrabilità nel punto T e permette l’applicazione del metodo 
delle caratteristiche in una forma semplice. Il punto in cui questa linea interseca l’asse ha 




Figura 3.7 - La linea 𝑣′ = 0.  Figura 3.8 - Punti sulla linea dei valori iniziali. 
L’equazione della linea si ottiene imponendo 𝑣′ = 0 nella seconda delle (3.23): 
 x = −γ + 18 αy2 (3.51) 
Questa linea è utilizzata frequentemente come linea dei valori iniziali. 
3.5.1 Ivlinezucrow 
La funzione Matlab® chiamata ivlinezucrow ricava un numero 𝑛 di punti appartenenti 
alla linea 𝑣′ = 0. È necessario specificare il rapporto tra il raggio di curvatura in gola e il 
raggio di gola 𝜌𝑡 𝑦𝑡⁄ , il numero di punti n, il rapporto dei calori specifici 𝛾, la costante 
del gas R in 𝐽 (𝑘𝑔 𝐾)⁄  e la temperatura di ristagno 𝑇0 in K. Ivlinezucrow restituisce una 
matrice 𝑛 × 4 (indicata con IVLpoints) dove le colonne rappresentano le componenti x, y 
(adimensionali) e le componenti di velocità u, v in 𝑚 𝑠⁄  ( Figura 3.9). Ogni riga 
rappresenta un punto. Il punto sull’asse dell’ugello non è considerato. 
 
 Figura 3.9 - Diagramma degli ingressi e uscite della funzione ivlinezucrow.  
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  Capitolo 4
Il metodo delle caratteristiche 
4.1 Introduzione 
Il flusso che si è interessati a studiare (stazionario, irrotazionale, isoentropico e 
supersonico) è descritto da un sistema di equazioni differenziali alle derivate parziali 
(partial differential equations abbreviato in PDE) quasi lineari del primo ordine. Uno dei 
metodi per risolvere questo tipo di equazioni è il metodo delle caratteristiche (method of 
characteristics o MOC), che permette di ricondurre le equazioni differenziali alle derivate 
parziali a equazioni differenziali ordinarie (ordinary differential equations o ODE) lungo 
particolari curve, dette curve caratteristiche. 
Il metodo delle caratteristiche è utilizzato per sviluppare un algoritmo numerico in 
ambiente Matlab® che permetta di studiare il flusso nella parte divergente dell’ugello di 
De Laval. 
L’argomento è trattato iniziando da un breve richiamo alla teoria delle equazioni 
differenziali alle derivate parziali (12). In particolare, si richiamano le equazioni 
differenziali del primo ordine, i sistemi con queste equazioni e la teoria generale del 
metodo delle caratteristiche. Segue l’applicazione del metodo alle equazioni del flusso e un 
approccio numerico per la soluzione delle equazioni differenziali ordinarie ottenute. 
Infine, si descrivono gli algoritmi sviluppati in Matlab® che applicano il metodo delle 
caratteristiche. 
4.2 Equazioni differenziali alle derivate parziali 
Un’equazione differenziale alle derivate parziali è un’equazione nella forma: 
 F�x, y, … , u, ∂u
∂x , ∂u∂y , … , ∂2u∂x2 , ∂2u∂x ∂y , …� = 0 (4.1) 
dove F è una funzione delle variabili indicate. La funzione 𝑢(𝑥, 𝑦, … ) delle variabili 
indipendenti x, y, … insieme alle sue derivate è tale da soddisfare la (2.1) ed è detta 
soluzione dell’equazione differenziale. 
L’ordine della più alta derivata presente è detto ordine dell’equazione differenziale. Se 
F è lineare nelle variabili 𝑢,𝜕𝑢 𝜕𝑥⁄ ,𝜕𝑢 𝜕𝑦⁄ , … 𝜕2𝑢 𝜕𝑥2⁄ ,𝜕2𝑢 𝜕𝑥𝑦⁄ , … e i coefficienti 
dipendono solo dalle variabili indipendenti x, y, … l’equazione differenziale è detta lineare. 
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Se F è lineare nelle derivate di ordine massimo (indicato con n), i coefficienti dipendono 
da x, y, … ed eventualmente da 𝑢 e dalle sue derivate fino all’ordine n-1, l’equazione è 
detta quasi lineare. Se F è quasi lineare e i coefficienti dipendono solo dalle variabili 
indipendenti x, y, … l’equazione è semi lineare. Se, invece, F è non lineare nelle derivate 
di ordine massimo, l’equazione è non lineare. 
4.3 Equazioni differenziali del primo ordine 
Lo studio delle equazioni differenziali del primo ordine può iniziare dal caso semplice 
di equazione quasi lineare in due variabili indipendenti x, y: 
 a ∂u
∂x + b∂u∂y = c (4.2) 
dove a, b, c sono funzioni date di x, y, u che nella regione considerata sono assunte 
continue insieme alle rispettive derivate prime e tali da soddisfare 𝑎2 + 𝑏2 ≠ 0. Il 
concetto di caratteristiche può essere affrontato con diversi approcci. 
Il primo considerato è ripreso dal libro di Courant (12). L’equazione differenziale può 
essere interpretata geometricamente come una superficie tridimensionale di coordinate x, 
y e la soluzione 𝑢(𝑥,𝑦). È nota come superficie integrale (Figura 4.1). 
 
Figura 4.1 - Rappresentazione della superficie integrale. 
 
Figura 4.2 - Piano tangente alla superficie 
integrale nel punto P. 
La (4.2) può essere posta nella forma: 
 (a, b, c) ∙ �∂u
∂x , ∂u∂y ,−1� = 0 (4.3) 
In questo modo si osserva che il secondo vettore rappresenta la normale alla superficie 
integrale. La superficie integrale nel punto 𝑃(𝑥,𝑦,𝑢) ha un piano tangente individuato 
dalla normale 𝑛�⃗  di componenti (𝜕𝑢 𝜕𝑥⁄ ,𝜕𝑢 𝜕𝑦⁄ ,−1) tale da rispettare la (4.3). Per P i 
possibili piani tangenti formano un insieme di piani. Nel caso di equazione lineare o quasi 
lineare, si tratta di un fascio per una retta detta asse di Monge. In generale, il fascio è un 
cono centrato in P con asse l’asse di Monge ed è detto cono di Monge. È possibile 
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costruire una curva parametrizzata rispetto a s in modo che il vettore (𝑎, 𝑏, 𝑐) sia 
tangente in ogni punto all’asse di Monge. Essa soddisfa le: 
 dxds = a , dyds = b , duds = c (4.4) 
Questa curva è detta curva caratteristica. 
Con l’introduzione di queste curve, l’integrazione dell’equazione differenziale alle 
derivate parziali (4.2) è ricondotta alla ricerca di una superficie che sia in ogni punto 
tangente all’asse di Monge, cioè che verifichi il sistema di equazioni differenziali ordinare 
(4.4). 
 
Figura 4.3 - Rappresentazione della curva dei valori iniziali e delle caratteristiche. 
Nelle applicazioni si è interessati a trovare soluzioni non solo di una certa equazione 
differenziale tipo la (4.2), ma anche che soddisfino alcune condizioni ausiliari, le 
condizioni iniziali o al bordo. Si considera una curva Γ nello spazio, descritta dal 
parametro r, dalle coordinate 𝑥(𝑟),𝑦(𝑟),𝑢(𝑟) e tale che 𝜕𝑥2 𝜕𝑟⁄ + 𝜕𝑦2 𝜕𝑟⁄ ≠ 0. Il 
problema della ricerca della soluzione della (4.2) che rispetti la condizione iniziale di 
passare per la curva Γ costituisce il problema ai valori iniziali (Figura 4.3). Per risolverlo, 
si disegna per ogni punto di Γ una curva caratteristica definita dalle (4.4). Si ottiene una 
famiglia di curve caratteristiche nella forma: 
 x = x(r, s) , y = y(r, s) , u = u(r, s) (4.5) 
















Condizione sufficiente per farlo è che il determinante della matrice composta dalle 
derivate parziali, la matrice Jacobiana J, sia non nullo lungo Γ, cioè: 
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 det(J) = ∂x
∂r ∂y∂s − ∂y∂r ∂x∂s ≠ 0 (4.7) 
In questo caso, la terza equazione tra le (4.5) può essere scritta nella forma 𝑢(𝑥,𝑦) e 
costituisce la soluzione del problema. 
Un altro approccio al concetto di caratteristiche è utilizzato nei libri di Anderson (13) 
e Zucrow (6). Esso consiste nel definire la caratteristica come una curva in cui le derivate 
della variabile dipendente sono indeterminate e possono essere discontinue ma la variabile 
stessa continua. 
Si considera la (4.2) e la derivata totale di 𝑢(𝑥,𝑦): 
 du = ∂u
∂x dx + ∂u∂y dy (4.8) 
Queste due equazioni formano un sistema lineare che ha come incognite le derivate 
parziali. In forma matriciale può essere scritto nella forma: 
 
�






Si risolve rispetto a 𝜕𝑢 𝜕𝑥⁄  e si cercano le condizioni che rendono tale derivata 
indeterminata. Applicando la regola di Cramer si ottiene: 
 
∂u
∂x = � c bdu dy�� a bdx dy� = cdy − bduady − bdx (4.10) 
Lungo la direzione 
 dydx = ba (4.11) 
il denominatore della (4.10) è nullo. Questa direzione identifica la caratteristica e 
l’equazione è detta equazione caratteristica. Se si risolve la (4.9) rispetto a 𝜕𝑢 𝜕𝑦⁄  si 
ottiene lo stesso denominatore nella (4.10) per cui la caratteristica è la stessa. Affinché la 
derivata 𝜕𝑢 𝜕𝑥⁄  sia indeterminata ed eventualmente discontinua oltre al denominatore 
nullo deve esserlo anche il numeratore. Altrimenti si può ottenere un valore infinito. Si ha 
quindi: 
 cdy − bdu = 0 (4.12) 
Sostituendo dx a dy con l’utilizzo della (4.11) si ottiene un equazione differenziale 
ordinaria nella variabile indipendente x: 
 dudx = ca (4.13) 
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Questa equazione è detta equazione di compatibilità ed è valida solo lungo la 
caratteristica. 
Per verificare che questi due approcci portano allo stesso risultato è sufficiente 
osservare che le prime due tra le (4.4) rappresentano le equazioni caratteristiche e la 
terza l’equazione di compatibilità. 
Si è ottenuto che l’equazione differenziale alle derivate parziali di partenza (4.2) possa 
essere risolta lungo le caratteristiche definite dalla (4.11) utilizzando la (4.13) che è un 
equazione differenziale ordinaria in genere di più semplice soluzione. La sola condizione 
necessaria è che la variabile dipendente 𝑢 sia continua. Questo metodo di soluzione è 
noto come metodo delle caratteristiche. 
4.4 Sistemi di equazioni del primo ordine 
Nel caso di due variabili indipendenti x, y un sistema quasi lineare del primo ordine 
ha una forma del tipo: 
 
� aji ∂ui∂x + bji ∂ui∂yk
i=1
= cj (4.14) 
L’approccio seguito è simile al caso di un’equazione ed è tratto dal (13). La curva 
caratteristica è una curva lungo cui le variabili dipendenti sono continue ma le rispettive 
derivate sono indeterminate ed eventualmente discontinue. Si considera la (4.14) nel caso 
di due variabili dipendenti u, v. Il sistema diventa: 
 a11 ∂u∂x + b11 ∂u∂y + a12 ∂v∂x + b12 ∂v∂y = c1a21 ∂u∂x + b21 ∂u∂y + a22 ∂v∂x + b22 ∂v∂y = c2 (4.15) 
Le derivate totali di u, v risultano: 
 du = ∂u
∂x dx + ∂u∂y dydv = ∂v
∂x dx + ∂v∂y dy (4.16) 
Queste quattro equazioni formano un sistema lineare nelle quattro incognite 





















































Si risolve rispetto a 𝜕𝑢 𝜕𝑥⁄  applicando la regola di Cramer. Si definisce D la matrice dei 
coefficienti ed E la matrice ottenuta sostituendo i termini noti alla prima colonna di D. 












La soluzione è: 
 ∂u
∂x = |E||D| (4.19) 
La caratteristica è identificata dalla direzione a cui corrisponde un denominatore della 
(4.19) nullo, cioè |𝐷| = 0. Questo determinante può essere calcolato con il teorema di 
Laplace considerando, per esempio, la terza riga: 
 dx(a22b11dy + b12b21dx − b22b11dx − a12b21dy) +
−dy(a11a22dy + a21b12dx − a11b22dx − a21a12dy) = 0 (4.20) 
Dividendo per 𝑑𝑥2 e raccogliendo i termini in base alla potenza di 𝑑𝑦 𝑑𝑥⁄  si ottiene: 
 (a21a12 − a11a22) �dydx�2 + (a22b11 − a12b21 − a21b12 ++a11b22) dydx + b12b21 − b22b11 = 0  (4.21) 
Si tratta di un’equazione quadratica in 𝑑𝑦 𝑑𝑥⁄  che può essere riscritta in una forma più 
compatta introducendo i coefficienti a, b, c: 
 a �dydx�2 + b dydx + c = 0 (4.22) 
Le soluzioni sono: 
 dydx = −b ± √b2 − 4ac2a  (4.23) 
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La (4.23) definisce le direzioni delle curve caratteristiche attraverso un punto specifico del 
piano xy e costituisce l’equazione caratteristica. Queste direzioni hanno una diversa 
natura a seconda del valore del discriminante ∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐. La classificazione 
matematica del sistema di equazioni (4.15) è determinata dal valore di ∆: 
∆> 0 Le caratteristiche sono due, reali e distinte. Il 
 sistema è detto iperbolico. 
∆= 0 Le caratteristiche sono due coincidenti e reali. Il 
 sistema è detto parabolico. 
∆< 0 Le caratteristiche sono immaginarie. Il sistema è 
 detto ellittico. 
Questi tre tipi di sistemi hanno un comportamento completamente diverso. 
L’origine dei termini ellittico, parabolico e iperbolico è dovuta all’analogia con le 
sezioni coniche. L’equazione generale per una sezione conica in un sistema di riferimento 
cartesiano x, y è la quadratica: 
 ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + f = 0 (4.24) 
dove, se: b2 − 4ac > 0 la conica è un’iperbole b2 − 4ac = 0 la conica è una parabola b2 − 4ac > 0 la conica è un’ellisse 
Si impone che anche il numeratore della (4.19) sia nullo per assicurarsi che 𝜕𝑢 𝜕𝑥⁄  sia 
indeterminata, cioè |𝐸| = 0. Applicando di nuovo il teorema di Laplace si ottiene: 
 du(a22b11dy + b12b21dx − b22b11dx − a12b21dy) +
−dy(a22c1dy + a12b22dv + b12c2dx − a22b12dv − b22c1dx +
−a12c2dy) = 0  (4.25) 
Dividendo per 𝑑𝑥2 si ottiene: 
 �a22b11 dydx + b12b21 − b22b11 − a12b21 dydx�dudx +
−(a12b22 − a22b12) dvdx − (a22c1 − a12c2) �dydx�2 +
−(b12c2 − b22c1) dydx = 0
 (4.26) 
La (4.26) è un’equazione differenziale ordinaria valida solo lungo la caratteristica e 
costituisce l’equazione di compatibilità. 
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4.5 Applicazione del metodo delle caratteristiche al flusso 
4.5.1 Equazioni del flusso 
Un flusso stazionario, irrotazionale, isoentropico e assialsimmetrico è descrivibile dalle 
equazioni di governo (vedi § 2.2), riportate di seguito in un sistema di riferimento 
cilindrico: 
 (u2 − a2)∂u
∂x + (v2 − a2)∂v∂y + 2uv∂u∂y − a2vy = 0
∂u
∂y − ∂v∂x = 0a2 = a02 − γ − 12 (u2 + v2)
 (4.27) 
Se si elimina la velocità del suono utilizzando l’ultima delle equazioni, si ottiene un 
sistema di due equazioni differenziali alle derivate parziali quasi lineare del primo ordine. 
Le funzioni u, v sono le incognite da determinare e sono funzioni delle variabili 
indipendenti x, y. 
4.5.2 Equazioni caratteristiche e di compatibilità 
Si applica il metodo delle caratteristiche per ricavare le equazioni caratteristiche e di 


















































Le equazioni caratteristiche si trovano imponendo che il determinante della matrice D 




u2 − a2 2uv 0 v2 − a20 1 −1 0dx dy 0 00 0 dx dy �
� = 0 (4.29) 
Si applica il teorema di Laplace, per esempio, considerando la seconda riga: 
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 (v2 − a2)(dx)2 + (u2 − a2)(dy)2 − 2uvdxdy = 0 (4.30) 
Dividendo per (𝑑𝑥)2 si ottiene: 
 (u2 − a2) �dydx�2 − 2uv dydx + (v2 − a2) = 0 (4.31) 
Questa equazione ha in generale due soluzioni, per cui le equazioni caratteristiche sono 
due e sono indicate con i pedici ± con senno di poi: 
 
�
dydx�± = uv ± �u2v2 − (u2 − a2)(v2 − a2)u2 − a2  (4.32) 
Svolgendo la moltiplicazione all’interno della radice quadrata e utilizzando la definizione 
di numero di Mach, la (4.38) può scriversi nella forma: 
 
�
dydx�± = uv ± a2√M2 − 1u2 − a2  (4.33) 
Le equazioni di compatibilità si trovano imponendo che il determinante della matrice 
E sia nullo. La matrice E è quindi ricavata sostituendo l’ultima colonna della D con 




u2 − a2 2uv 0 a2vy0 1 −1 0dx dy 0 du0 0 dx dv �
� = 0 (4.34) 
Si applica il teorema di Laplace, per esempio, considerando la seconda riga: 
 a2vy (dx)2 − (u2 − a2)dxdu + (u2 − a2)dydv − 2uvdxdv = 0 (4.35) 
Dividendo per (𝑑𝑥)2  e moltiplicando per (-1) si ottiene: 





Figura 4.4 - Relazioni tra le componenti di velocità, il 
modulo della velocità e l'angolo del flusso. 
 
Figura 4.5 - Relazioni tra il Mach e l'angolo di Mach. 
Dalla geometria presentata nella Figura 4.4 e Figura 4.5 è possibile ottenere una 
forma alternativa della (4.33) esprimendo u, v in termini dell’angolo del flusso 𝜃 e del 
modulo della velocità U, ed sprimendo 𝑀 in termini dell’angolo di Mach. 
 u = Ucosθ , v = Usinθsinα = 1M , �M2 − 1 = 1tanα (4.37) 




dydx�± = sinθcosθ ± 1M2tanαcos2θ − 1M2  (4.38) 
Utilizzando anche la terza equazione tra le (4.37) la (4.38) risulta: 
 �
dydx�± = sinθcosθ ± sinαcosαcos2θ − sin2α  (4.39) 
Applicando le identità trigonometriche e indicando con 𝜆± i due possibili valori della 
pendenza della caratteristica, si ottiene infine: 
 �
dydx�± = λ± = tan(θ ± α) (4.40) 
Da questa forma delle equazioni caratteristiche si intuisce la bontà della scelta dei pedici 




Figura 4.6 - Caratteristiche interpretate come linee di Mach. 
La Figura 4.6 mostra, nel piano x, y, le caratteristiche che nel punto P hanno pendenza 
𝜆+,𝜆− e le indica con 𝐶+,𝐶−. Esse sono simmetriche rispetto alla linea di corrente, in 
quanto le tangenti a 𝐶+,𝐶− formano angoli di +𝛼 e –𝛼 rispetto alla tangente alla linea 
di corrente. Le caratteristiche sono, quindi, linee di Mach. 
Con l’applicazione del metodo delle caratteristiche si sono ricondotte le equazioni 
differenziali alle derivate parziali di un flusso stazionario, irrotazionale, isoentropico e 
assialsimmetrico (4.27) ad equazioni differenziali ordinarie lungo le linee caratteristiche o 
linee di Mach. Per un punto P passano due caratteristiche, 𝐶+,𝐶−, ognuna con la propria 
equazione di compatibilità, cioè: 
 dydx = tan(θ + α) = λ+(u2 − a2) dudx + [2uv − (u2 − a2)λ+] dvdx − a2vy = 0 (4.41) 
 dydx = tan(θ − α) = λ−(u2 − a2) dudx + [2uv − (u2 − a2)λ−] dvdx − a2vy = 0 (4.42) 
Le caratteristiche 𝐶+,𝐶− sono anche dette caratteristiche sinistra e destra perché, se 
un osservatore si pone nella stessa direzione della linea di corrente, la caratteristica 𝐶+ 
appare inclinata verso sinistra, mentre la 𝐶− verso destra. Le caratteristiche in generale 





Figura 4.7 – Punti e caratteristiche considerate nella soluzione. 
Lungo una caratteristica il flusso è descritto da un sistema di  due equazioni 
differenziali ordinarie del primo ordine non lineari nella variabile indipendente x e nelle 
incognite y, u, v. In questi termini, il problema non è risolvibile perché si hanno tre 
incognite e due sole equazioni. Per ottenere una soluzione, è necessario considerare le 
caratteristiche che partano da due punti diversi, 1 e 2, e si intersecano in un terzo punto 
3, il punto soluzione (Figura 4.7). La posizione del punto 3 non è nota a priori, per cui le 
incognite sono quattro (x, y, u, v), ma in questo punto sono valide le quattro equazioni 
(4.41) e (4.42). Per trovare 3, però, e necessario conoscere 𝜆+(𝑢, 𝑣) e 𝜆−(𝑢, 𝑣) lungo le 
caratteristiche, cioè conoscere le due componenti di velocità u, v. Per cui, anche 
considerando i punti iniziali 1 e 2, il problema non è risolvibile analiticamente. 
4.6 Approccio numerico al metodo delle caratteristiche 
Per la soluzione delle equazioni (4.41) e (4.42) è necessario utilizzare un metodo 
numerico e per questo motivo l’applicazione del metodo delle caratteristiche ad un flusso 
stazionario, irrotazionale, isoentropico e supersonico può considerarsi un problema parte 
della fluidodinamica computazionale (13 p. 102). 
4.6.1 Le differenze finite e il metodo delle caratteristiche 
Questo problema ha tre aspetti comuni ad uno dei metodi di discretizzazione della 
CFD, il metodo alle differenze finite, e sono: 
1. Il calcolo delle proprietà del flusso avviene in punti discreti del campo che 
formano una griglia. 
2. Si utilizza lo sviluppo in serie di Taylor nei calcoli. 
3. Questo sviluppo è interrotto, per cui si introduce un errore, detto di 
troncamento. Inoltre, la rappresentazione dei numeri con un numero limitato 
di cifre introduce un errore, detto di arrotondamento. 
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La principale differenza riguarda la natura della griglia. Nel metodo delle 
caratteristiche è costituita dalle linee di Mach per cui non può essere scelta 
arbitrariamente. Nei metodi alle differenze finite, invece, si ha libertà di scegliere la 
configurazione più adatta. In generale, il metodo delle caratteristiche richiede un costo 
computazionale inferiore di un metodo alle differenze finite. Quest’ultimo, però, risulta 
più flessibile perché può essere applicato anche nella regione subsonica e transonica 
mediante i metodi dipendenti dal tempo. 
Nelle equazioni da risolvere appaiono equazioni differenziali ordinarie per cui la 
soluzione numerica mediante sviluppo in serie di Taylor (vedi appendice A) è del tipo: 
 yn+1 = yn + ∆x ∙ y′n+1 + ⋯+ ∆xmm! yn+1(m)  (4.43) 
Dove l’apice indica la derivata rispetto ad x. La derivata prima può essere rappresentata 
ponendo la (4.43) nella forma: 
 
y′n+1 = yn+1 − yn∆x − ∆x2 y′′n+1 + ⋯+ ∆xm−1m! yn+1(m)  (4.44) 
Fermando lo sviluppo al primo termine si ottiene la rappresentazione della derivata con 
una differenza finita: 
 y′(xn, yn) ≅ yn+1 − ynh  (4.45) 
I termini rimanenti costituiscono l’errore di troncamento e la potenza di ∆𝑥 più piccola 
tra questi definisce l’accuratezza del metodo. In questo caso è del primo ordine e spesso si 
indica con la notazione: 
 y′(xn, yn) = yn+1 − ynh + 𝒪(𝛥x) (4.46) 
La (4.45) utilizza le informazioni del punto n di partenza e del successivo n+1, per questo 
è detta differenza in avanti. Si osserva che la rappresentazione con una differenza finita in 
avanti del primo ordine corrisponde al metodo di Eulero per la soluzione di un ODE 
(vedi Appendice A). 
Per ottenere un ordine di accuratezza due si considera lo sviluppo di Taylor intorno al 
punto iniziale n per ottenere il punto n-1: 
 yn−1 = yn − ∆x ∙ y′n −⋯− ∆xmm! yn(m) (4.47) 
Sottraendo la (4.47) alla (4.43) si ottiene: 




 y′n = yn+1 − yn−12∆x + 𝒪(𝛥x)2 (4.49) 
Le informazioni per ottenere questa equazione provengono sia dal punto precedente n-1 
che da quello successivo n+1 al punto iniziale n, per questo è detta differenza centrata. Si 
tratta di un metodo di ordine due. 
4.6.2 Equazioni caratteristiche e di compatibilità in forma finita 
Utilizzando le differenze finite, le (4.41) e (4.42) possono essere scritte nella forma: 
 𝛥y± = λ±𝛥x±Q±𝛥u± + R±𝛥v± − S±𝛥x± = 0 (4.50) 
Dove i pedici + e – indicano i valori riferiti alle caratteristiche sinistra e destra e: 
 λ± = tan(θ ± α) , Q = u2 − a2R = 2uv − (u2 − a2)λ , S = a2vy  (4.51) 
Specificati due punti iniziali 1 e 2 nel flusso, si vuole ottenere il punto 3 applicando il 
metodo delle caratteristiche nella forma alle differenze finite. Questo algoritmo è detto 
unit process e ha piccole variazioni se il punto iniziale si trova in prossimità dell’asse 
dell’ugello, della parete o della superficie libera. Zucrow (6) sviluppa un algoritmo unit 
process del tipo predittore-correttore in cui la soluzione è predetta utilizzando differenze 
finite del primo ordine per poi essere corretta con un metodo del secondo ordine. La 
correzione è applicata più volte e termina quando è rispettato un appropriato criterio di 
convergenza.  
4.6.3 Algoritmo unit process per punti interni 
I punti inziali 1 e 2 hanno posizione e proprietà del flusso specificate. Il punto 3 è il 
punto in cui si intersecano le caratteristiche destra e sinistra che passano da 1 e 2 





Figura 4.8 - Applicazione del MOC ai punti interni. 
La posizione di 3 si ottiene considerando la prima tra le (4.50): 
 (y3 − y1) = λ−(x3 − x1)(y3 − y2) = λ+(x3 − x2) (4.52) 
Da cui: 
 x3 = y2 − y1 + λ−x1 − λ+x2λ− − λ+y3 = y1 + λ−(x3 − x1)  (4.53) 
Le pendenze 𝜆± delle caratteristiche si ricavano dalle prima equazione tra le (4.51), cioè: 
 λ− = tan(θ− − α−) , λ+ = tan(θ+ + α+) (4.54) 
L’angolo del flusso 𝜃 e l’angolo di Mach 𝛼 sono definiti dalle: 
 θ = arctan �vu� , α = arcsin�1M� (4.55) 
Il numero di Mach si ottiene considerando la sua definizione e la velocità del suono di 
ristagno: 
 M = Ua , a02 = γRT0 = γRT �1 + γ − 12 M2� (4.56) 
Da cui si ottiene: 
 M = U
�γRT0 − γ − 12 U2 (4.57) 




 Q+(u3 − u2) + R+(v3 − v2) − S+(x3 − x2) = 0Q−(u3 − u1) + R−(v3 − v1) − S−(x3 − x1) = 0 (4.58) 
Quest’ultima può essere riscritta in modo da evidenziare le sole incognite, cioè le 
componenti velocità nel punto  3: 
 Q+u3 + R+v3 = T+Q−u3 + R−v3 = T− (4.59) 
Da cui: 
 u3 = R+T− − R−T+R+Q− − R−Q+v3 = T+ − Q+u3R+  (4.60) 
I coefficienti 𝑄±,𝑅±,𝑆±,𝑇± si ottengono applicando le (4.51). Si ottengono le: 
 Q+ = u+2 − a+2 , R+ = 2u+v+ − Q+λ+S+ = a+2 v+y+ , T+ = S+(x3 − x2) + Q+u2 + R+v2 (4.61) 
e 
 Q− = u−2 − a−2 , R− = 2u−v− − Q−λ−S− = a−2 v−y− , T− = S−(x3 − x1) + Q−u1 + R−v1 (4.62) 
Il calcolo inizia con la fase di predizione. I valori contrassegnati dai pedici + e – 
rappresentano i valori nei punti 2 ed 1, cioè: 
 u+ = u2     ,     v+ = v2     ,     y+ = y2u− = u1     ,     v− = v1     ,     y− = y1  (4.63) 
In questo caso le differenze finite sono del tipo in avanti del primo ordine. Si ottengono i 
valori predetti della posizione delle proprietà del flusso nel punto 3. Questi sono utilizzati 
nella fase di correzione. Le (4.63) diventano: 
 u+ = u2 + u32      ,     v+ = v2 + v32      ,     y+ = y2 + y32u− = u1 + u32      ,     v− = v1 + v32      ,     y− = y1 + y32  (4.64) 
La correzione è ripetuta fino a che non è soddisfatto un criterio di convergenza. 
Un caso particolare si presenta quando il punto 2 si trova sull’asse di simmetria 
(Figura 4.9). In questo caso sia la componente di velocità 𝑣2 che la coordinata radiale 𝑦2 




Figura 4.9 - Punto interno sull'asse di simmetria. 
4.6.4 Algoritmo unit process in casi particolari 
Se un punto iniziale si trova in prossimità dell’asse, della parete o di una superficie 
libera l’algoritmo unit process si modifica (11). 
 
Figura 4.10 – Unit process per un  punto vicino all’asse. 
Nel primo caso, invece di considerare due punti, osservando che l’asse dell’ugello è un 
asse di simmetria, si considera un solo punto 1 e il suo simmetrico 2. Il punto soluzione 3 
si trova quindi sull’asse e rispetta le: 
 y3 = 0 , v3 = 0 (4.65) 
La prima tra le (4.52) si semplifica e permette di ricavare la coordinata assiale:  
 −y1 = λ−(x3 − x1) → x3 = x1 − y1λ− (4.66) 
La seconda tra le (4.59), invece, permette di ricavare la velocità assiale: 
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 Q−u3 = T− → u3 = T−Q− (4.67) 
I valori di 𝜆−,𝑇−,𝑄− si ottengono come nel caso originale. 
 
Figura 4.11 – Unit process per un punto vicino alla 
parete. 
 
Figura 4.12 - Metodo inverso per un punto sulla 
parete. 
Nel secondo caso, si considera un punto 2 vicino alla parete e si ricava il punto 3 
soluzione sulla parete. La geometria della parete è specificata e il flusso alla parete deve 
rispettare la condizione di non penetrabilità, per cui: 
 y = y(x) , dydx = tanθ = vu (4.68) 
La posizione di 3 si trova dalla seconda tra le (4.52) e la prima tra le (4.68), mentre la 
velocità dalla prima tra le (4.59) e la seconda delle (4.68). 
Quest’ultimo caso permette di ricavare direttamente il punto 3 prolungando la 
caratteristica per 2. Per questo motivo si parla di metodo diretto. In regioni del flusso in 
cui i gradienti delle proprietà sono elevati (per esempio in prossimità della gola) il metodo 
diretto può far ottenere punti soluzione eccessivamente spaziati lungo la parete. Nel 
metodo inverso, invece, si sceglie la posizione del punto sulla parete, punto W, e, 
specificata la caratteristica destra immediatamente a monte, permette di calcolare le 
proprietà del flusso in W (Figura 4.12). 
È necessario individuare la caratteristica sinistra che termina in W e parte dal punto 
non noto, punto P, appartenente alla caratteristica destra. Si utilizzano due algoritmi del 
tipo predittore – correttore. Nel primo passo, che rappresenta il predittore secondario, si 
considerano le proprietà del flusso del punto P uguali a quelle del punto 1. Si ottiene 𝜆+ 
che permette di individuare la posizione del punto P modificando le (4.52): 
 (yP − y1) = λ−(xP − x1)(yW − yP) = λ+(xW − xP) (4.69) 
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Si verifica che il punto trovato sia compreso tra 1 e 2, altrimenti si considera l’intervallo 
successivo. Identificato l’intervallo k, k+1, si calcolano le proprietà del flusso in P con 
un’interpolazione lineare tra k e k+1. Nel secondo passo si corregge il valore 𝜆+ 
(correttore secondario). Si può continuare con altri passi la correzione e inserire un 
criterio di convergenza per terminare l’algoritmo. 
Individuato P, si entra nel predittore principale. Si calcola la velocità in W 
modificando la prima tra le (4.59) e considerando la condizione di non penetrabilità in 
questo punto, cioè: 
 Q+uW + R+vW = T+vW = uWtanθW  (4.70) 
Dove i coefficienti 𝑄+,𝑅+,𝑆+,𝑇+ sono definiti delle (4.61) nella forma: 
 Q+ = u+2 − a+2 , R+ = 2u+v+ − Q+λ+S+ = a+2 v+y+ , T+ = S+(xW − xP) + Q+uP + R+vP (4.71) 
I valori di questi coefficienti si ottengono dalle proprietà del flusso in P seconda la prima 
tra le (4.63) nella forma: 
 u+ = uP     ,     v+ = vP     ,     y+ = yP (4.72) 
Ottenute le proprietà del flusso in W, si procede con la correzione principale. La posizione 
di P è corretta con la (4.69), la velocità in W con la (4.70). I valori di 𝜆+,𝑄+,𝑅+,𝑇+ che 
appaiono sono ricavati dalle proprietà in P e W come nel caso originale (4.64), ma nella 
forma: 
 u+ = uP + uW2      ,     v+ = vP + vW2      ,     y+ = yP + yW2  (4.73) 
La correzione continua con altri passi e termina con un criterio di convergenza. 
4.7 Algoritmi basati sul metodo delle caratteristiche 
Una serie di funzioni sono sviluppate in ambiente Matlab® e utilizzano i diversi 
algoritmi unit process necessari all’analisi del flusso nella parte divergente di un ugello di 
De Laval. La prima funzione, invece, calcola alcune proprietà del flusso necessarie alle 





La funzione Matlab® chiamata info calcola in uno o più punti di un flusso supersonico 
la velocità del suono, il Mach, gli angoli di Mach e del flusso, le tangenti alle 
caratteristiche destra e sinistra. Il punto o i punti sono specificati con una matrice 
(indicata con points) di quattro colonne che rappresentano le coordinate x, y 
(adimensionalizzate rispetto al raggio di gola 𝑦𝑡) e le componenti di velocità u, v in 𝑚 𝑠⁄ . 
Ogni riga della matrice rappresenta un punto. Info restituisce una matrice con lo stesso 
numero di righe, ma con sei colonne in più. Queste rappresentano la velocità del suono 
locale in 𝑚 𝑠⁄ , il Mach, gli angoli di Mach e del flusso in gradi, la pendenza delle 
caratteristiche destra e sinistra. La funzione indica errore se uno o più punti non sono 
supersonici. 
 
Figura 4.13 - Diagramma degli ingressi e uscite della funzione info. 
La velocità del suono locale è calcolata utilizzando la sua definizione e quelle di 
temperatura di ristagno, numero di Mach: 
 T0 = T�1 + γ − 12 u2 + v2γRT � → a0 = a�1 + γ − 12 u2 + v2γRT � (4.74) 
Da cui: 
 a = �a02 − γ − 12 (u2 + v2) (4.75) 
Il numero di Mach, gli angoli di Mach e del flusso sono calcolati dalle rispettive 
definizioni: 
 M = √u2 + v2a , α = arcsin�1M� , θ = arctan �vu� (4.76) 
La pendenza delle caratteristiche destra e sinistra risultano dalla (4.40). 
4.7.2 Inter 
La funzione Matlab® chiamata inter applica l’algoritmo unit process a due punti 
interni del flusso specificati 𝑃1 e 𝑃2 e permette di ottenere il punto 𝑃3 (Figura 4.14). 
Ciascuno dei punti inziali è specificato da una matrice riga di dieci colonne che 
rappresentano: le coordinate x, y (adimensionalizzate rispetto al raggio di gola 𝑦𝑡), le 
componenti di velocità u, v in 𝑚 𝑠⁄ , la velocità del suono in 𝑚 𝑠⁄ ,  il numero di Mach, gli 
angoli di Mach e del flusso in gradi, la pendenza delle caratteristiche destra e sinistra. Gli 
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altri ingressi della funzione rappresentano i valori di tolleranza utilizzati per i criteri di 
convergenza relativi alla posizione (tol_pos), alla velocità (tol_vel) e il numero massimo 
di iterazioni eseguibili per la convergenza (maxiter). L’uscita è il punto 𝑃3 che, con 
l’utilizzo della funzione info, risulta una matrice riga di dieci colonne il cui significato è lo 
stesso di quelle delle matrici dei punti iniziali. 
 
Figura 4.14 - Diagramma degli ingressi e uscite della funzione inter. 
In Figura 4.15 è rappresentato il diagramma di flusso di inter. Specificati i punti 𝑃1 e 
𝑃2 si procede con la prima iterazione (i=1). Si assegnano i dati al predittore mediante le 
(4.63). La posizione del punto 𝑃3 è predetta con le (4.53) una volta ricavate 𝜆− e 𝜆+ 
dalle (4.54). Le componenti di velocità si ottengono dalle (4.60) dove i coefficienti sono 
ricavati dalle (4.62) e (4.63). 
Nella prima iterazione il blocco di controllo è falso, per cui viene effettuata una prima 
correzione che rappresenta la seconda iterazione 𝑖 = 𝑖 + 1 = 2. Se il numero 
dell’iterazione non è maggiore al massimo consentito (maxiter) anche il blocco di 
controllo successivo è falso. Si assegnano i dati al correttore con le (4.64). La posizione e 
la velocità sono calcolate di nuovo con le (4.53) e (4.60). Si calcolano gli errori relativi di 
posizione e di velocità come differenza tra l’iterazione attuale (𝑖 = 2) e quella precedente 
(𝑖 = 𝑖 − 1 = 1) secondo le equazioni: 
 err_pos = ��xi2 + yi2 − �xi−12 + yi−12 �
�xi−12 + yi−12
err_vel = ��ui2 + vi2 − �ui−12 + vi−12 �
�ui−12 + vi−12
 (4.77) 
Se entrambi sono inferiori dei rispettivi valori massimi tol_pos e tol_vel, il blocco di 
controllo risulta positivo e la soluzione completata. Se, invece, uno o entrambi gli errori 




Figura 4.15 - Diagramma di flusso della funzione inter. 
4.7.3 Axis_sym 
La funzione Matlab® chiamata axis_sym applica l’algoritmo unit process ad un punto 
𝑃1 interno al flusso in prossimità dell’asse e trova il punto 𝑃3 sull’asse. 
Questa funzione è molto simile a inter, la principale differenza è la necessità di 
specificare un solo punto in ingresso (Figura 4.16). 
 
Figura 4.16 - Diagramma degli ingressi e uscite della funzione axis_sym. 
Il diagramma di flusso coincide con quello di Figura 4.15 una volta eliminato il 
secondo punto. Parte della soluzione è già nota (4.65). Il predittore e il correttore 




La funzione Matlab® chiamata wall applica l’algoritmo unit process ad un punto P 
interno al flusso in prossimità della parete e trova il punto W sulla parete. 
 
Figura 4.17 - Diagramma degli ingressi e uscite della funzione wall. 
Il punto P iniziale è specificato da una matrice riga di dieci colonne il cui significato è 
lo stesso delle colonne della matrice 𝑃1 di inter. La parete è specificata tramite una serie 
di 𝑛 punti raggruppati nella matrice wall. Ogni riga rappresenta un punto e insieme sono 
ordinati partendo dalla gola. Le due colonne di wall rappresentano le coordinate x, y 
(adimensionalizzate rispetto al raggio di gola 𝑦𝑡). La matrice riga wall_slope specifica in 
ogni punto n l’angolo compreso tra l’asse x e la tangente alla parete in gradi. Gli altri 
ingressi della funzione rappresentano i valori di tolleranza utilizzati per i criteri di 
convergenza relativi alla posizione (tol_pos), alla velocità (tol_vel) e il numero massimo 
di iterazioni eseguibili per la convergenza (maxiter). L’uscita è il punto W che, con 
l’utilizzo della funzione info, risulta una matrice riga di dieci colonne il cui significato è lo 
stesso di quelle delle matrice P. 
In Figura 4.18 è rappresentato il diagramma di flusso di wall. Specificati i punti lungo 
la parete con la matrice wall e il punto P si assegnano i dati al predittore (𝑖 = 1). In 
generale, non è detto che il punto W sia uno di quelli specificati dalla matrice wall, si 
esegue un’interpolazione lineare per descrivere completamente la parete con una funzione 
y(x). Si parte considerando il primo punto (𝑘 = 1) lungo la parete. Il blocco di controllo 
successivo è falso, il successivo è vero se il punto 𝑥𝑘+1 è a destra del punto P altrimenti 
si considera il punto successivo. 
Se W è compreso tra i punti k e k+1 tale funzione è del tipo: 
 yW − yk = yk+1 − ykxk+1 − xk (xW − xk) (4.78) 
L’equazione della caratteristica sinistra è la seconda tra le (4.52) nella forma: 
 (yW − yP) = λ+(xW − xP) (4.79) 
In ogni iterazione si calcola la posizione di W con le (4.78) e (4.79) nella forma: 
 xW = xP + yW − yPλ+yW = �yk + yk+1 − ykxk+1 − xk �xP − xk − yPλ+�� 11 − (yk+1 − yk)λ+(xk+1 − xk) (4.80) 
Dove 𝜆+ è calcolata con le proprietà del flusso in P con le (4.63). Nel blocco di controllo 
si verifica la condizione: 
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 xk+1 ≤ xW ≤ xk+1 (4.81) 
Se è falsa si procede con l’iterazione successiva. Se è vera si predice anche la velocità 
utilizzando la seconda delle (4.59) e la condizione di non penetrabilità (4.68). 
 uW = T+Q+ + R+tanθWvW = uWtanθW  (4.82) 
L’angolo𝜃𝑊  è ottenuto con un interpolazione lineare. I valori di 𝑄+,𝑅+,𝑇+ si ottengono 
dalle proprietà del flusso in P secondo le (4.71) e (4.72). 
Se il primo blocco di controllo è vero significa che il ciclo for è terminato. Wall 
controlla che l’ultimo punto W sia a sinistra dell’ultimo punto della parete. Se non è così 
la caratteristica sinistra non interseca la parete e la funzione segnala l’errore. 
Dopo aver predetto la velocità inizia la correzione. Nella prima iterazione il successivo 
blocco di controllo è falso, si procede con la seconda (𝑖 = 𝑖 + 1 = 2). Se il numero 
massimo di iterazioni (maxiter) è maggiore di due, anche il blocco di controllo seguente è 
falso. Si assegnano i dati al correttore, cioè i coefficienti 𝜆+,𝑄+,𝑅+,𝑇+ si ricavano dalle 
proprietà in P e W secondo le (4.64). Si corregge il punto W e si calcola l’errore relativo 
di posizione e velocità rispetto all’iterazione precedente come in inter. Se entrambi sono 
inferiori ai valori specificati la soluzione è completa e il punto W calcolato. Altrimenti si 




Figura 4.18 - Diagramma di flusso della funzione wall.  
4.7.5 Inwall 
La funzione Matlab® chiamata inwall applica l’algoritmo unit process per calcolare le 
proprietà del flusso in un punto W specificato lungo la parete assegnata la caratteristica 
destra immediatamente a monte (Figura 4.19). 
La caratteristica destra è specificata da una matrice 𝑛 × 10 denominata rchar. 
Ciascuna riga rappresenta un punto partendo dalla parete. Le colonne hanno lo stesso 
significato di quelle della matrice 𝑃1 di inter. Il punto W è specificato da una matrice riga 
di due colonne che rappresentano le coordinate x, y (adimensionalizzate rispetto al raggio 
di gola 𝑦𝑡). L’angolo del flusso nel punto W è assegnato in gradi con l’ingresso 𝜃𝑊. Gli 
altri ingressi della funzione rappresentano i valori di tolleranza utilizzati per i criteri di 
convergenza relativi alla posizione (tol_pos), alla velocità (tol_vel) e il numero massimo 
di iterazioni eseguibili per la convergenza (maxiter). Inwall restituisce la matrice riga W 
ma aggiungendo otto colonne il cui significato è lo stesso di quelle della matrice rchar. 




Figura 4.19 - Diagramma degli ingressi e uscite della funzione inwall. 
In Figura 4.20 è rappresentato il diagramma di flusso di inwall. Specificata la 
posizione del punto W e la caratteristica rchar, i due blocchi di controllo, che 
rappresentano due cicli for annidati, risultano falsi. Si assegnano i dati al predittore 
secondario (𝑖 = 1). Il ciclo esterno, di indice k, scorre le righe di rchar, quello interno, di 
indice 𝑠, ha due possibili iterazioni. Per 𝑘 = 1 e 𝑠 = 1 la pendenza della caratteristica 
sinistra che parte da P è scelta pari a quella del primo punto di rchar, cioè: 
 λ+,P = λ+,k+s−1 = λ+,1 (4.83) 
Da questa si predice la posizione di P con le (4.69) poste nella forma: 
 xP = x1 + yP − y1λ−,1yP = λ+,P�λ−,1xW − λ−,1x1 + y1� − λ−,1yWλ+,P − λ−,1  (4.84) 
Nel blocco di controllo si verifica che: 
 xP < xk+1 (4.85) 
Se la condizione è vera la predizione è completata. Se, invece, è falsa si procede con la 
seconda iterazione del ciclo interno, cioè 𝑠 = 2. La (4.83) risulta 𝜆+,𝑃 = 𝜆+,2, si predice la 
posizione con le (4.84) e si entra nel blocco di controllo. Se la condizione è ancora falsa si 
procede con la seconda iterazione del ciclo esterno, cioè 𝑗 = 2. Il ciclo interno è percorso 
come nel caso precedente. Le possibili iterazioni del ciclo esterno sono pari al numero di 
righe di rchar meno uno perché in ogni iterazione si considerano i punti k e k+1. 
Terminate le iterazioni del ciclo esterno si entra in un altro blocco di controllo con la 
stessa condizione (4.85). Se questa è vera, la predizione è completata ma, se è falsa la 
funzione riporta l’errore: 
 
“No left characterstic terminating in W intersects rchar” 
 
La predizione è terminata ricavando la velocità in P con un interpolazione lineare tra i 
valori nei punti k e k+1 di rchar: 
 uP = uk + uk+1 − ukxk+1 − xk (xP − xk)vP = vk + vk+1 − vkxk+1 − xk (xP − xk)  (4.86) 




Inizia la correzione secondaria. Nella prima iterazione (𝑖 = 1) il successivo blocco di 
controllo è falso, si procede con la seconda (𝑖 = 𝑖 + 1 = 2). Se il numero massimo di 
iterazioni (maxiter) è maggiore di due, anche il blocco di controllo seguente è falso. Si 
assegna 𝜆+,𝑃 al correttore secondario. Con la (4.84) si corregge la posizione, con al (4.86) 
si calcola la velocità. L’errore relativo di  posizione e di velocità nel punto P è calcolato 
come differenza tra l’iterazione attuale (𝑖 = 2) e quella precedente (𝑖 = 𝑖 − 1 = 1) 
secondo le equazioni (4.77). Le iterazioni continuano finché uno dei due blocchi di 
controllo risulta vero. Si è ottenuto il punto P. 
A questo punto si entra nel predittore principale (𝑗 = 1). Si calcola la velocità in W 
con le (4.70) nella forma: 
 uW = T+ − R+uWtanθWQ+vW = uWtanθW  (4.87) 
I valori di 𝑄+,𝑅+,𝑇+ si ottengono dalle proprietà del flusso in P secondo le (4.71) e 
(4.72). 
Inizia la correzione principale. In questa iterazione il successivo blocco di controllo è 
vero, si procede con la seconda (𝑗 = 𝑗 + 1 = 2). Se il numero massimo di iterazioni 
(maxiter) è maggiore di due, anche il blocco di controllo seguente è falso. Si assegnano i 
dati al correttore considerando le proprietà in P e W. La posizione di P è corretta 
utilizzando le (4.84) e la velocità con le (4.87). I valori di 𝜆+,𝑃,𝑄+,𝑅+,𝑇+ si ottengono 
dalle (4.73). La funzione termina quando il blocco di controllo che confronta gli errori di 
posizione, velocità del punto P e velocità del punto W con le rispettive tolleranze risulta 
vero oppure quando si è superato il numero ammesso di iterazioni (in questo caso sono 






Figura 4.20 - Diagramma di flusso della funzione inwall. 
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   Capitolo 5
Progettazione dell’ugello 
5.1 Introduzione 
Nel caso in cui si assuma il flusso in un ugello isoentropico e quasi monodimensionale, 
come nel (§ 2.2), la sola variabile geometrica importante è il rapporto delle aree. Nella 
realtà il flusso non è mai veramente isoentropico e monodimensionale, per cui la forma 
delle pareti dell’ugello è importante. Nella parte convergente dell’ugello è sufficiente che 
la variazione del raggio non sia troppo brusca per ottenere un buon flusso subsonico 
perché si tratta di una regione con gradienti di pressione favorevoli. La forma della parte 
divergente, invece, è molto importante da un punto di vista degli strati limite, per la 
configurazione del flusso in uscita e per la possibile formazione di onde d’urto. Questi tre 
aspetti possono influenzare pesantemente le prestazioni dell’ugello. 
La progettazione di un ugello ha l’obbiettivo di definire la geometria che assicuri le 
prestazioni migliori e una massa inerte minima per l’applicazione in esame. Sono state 
proposte molte configurazioni di ugelli, di seguito sono presentate quelle relative agli 
ugelli di De Laval essendo le più comuni nelle applicazioni per motori a razzo. 
5.1.1 Ugello conico 
L’ugello conico è la configurazione più vecchia e la più semplice sia da un punto di 
vista della progettazione che da quello della realizzazione. È tutt’oggi utilizzata nel piccoli 
motori. 
 
Figura 5.1 - Forma tipica di un ugello conico. 
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La tipica forma di un ugello conico ha una parte convergente con un angolo di 
semiapertura più elevato di quello della parte divergente. L’unione delle due forma la gola 
ed è caratterizzata da un raggio di curvatura 𝜌𝑡 non troppo limitato (Figura 5.1). 
Le linee di corrente del flusso nella sezione d’uscita non sono parallele all’asse 
dell’ugello, questo causa una diminuzione della spinta nota come perdite per divergenza. 
Per ridurle si utilizzano angoli di semiapertura 𝛼 non troppo elevati. Questo, però, rende 
l’ugello lungo e in generale con una massa maggiore. Ugelli lunghi, inoltre, sono 
caratterizzati da maggiori perdite per attrito alla parete essendo maggiore la superficie 
bagnata dal flusso. La scelta dell’angolo 𝛼 ottimale è un compromesso tra questi fattori e 
in genere ha un valore 𝛼𝑜𝑝𝑡 ≅ 10 ÷ 20°. 
5.1.2 Ugello perfetto 
Un'altra possibile configurazione è una geometria che permetta di ottenere un flusso 
parallelo e omogeneo nella sezione d’uscita eliminando così le perdite per divergenza. 
Questa è nota come ugello perfetto o ideale. 
La forma di questo tipo di ugello si ricava applicando il metodo delle caratteristiche. 
Nel caso più semplice si considera il flusso isoentropico e congelato nell’espansione (come 
nel Capitolo 4). Metodi più elaborati possono tenere conto del 𝛾 variabile, della presenza 
di reazioni chimiche, dell’attrito alla parete. 
Si specificano il flusso in prossimità della gola attraverso la linea dei valori iniziali 
(vedi Capitolo 3) e la geometria della parte iniziale del divergente. In genere, 
quest’ultima ha la forma di un arco di circonferenza caratterizzato dal raggio di 
curvatura 𝜌𝑡. Applicando il metodo delle caratteristiche, si individua la forma rimanente 
del divergente e il punto in cui le due si sovrappongono. In Figura 5.2 è illustrato un 
esempio di ugello perfetto. 
 
Figura 5.2 - Forma tipica di un ugello perfetto. 
5.1.3 Ugello perfetto troncato e a spinta ottimizzata 
L’ugello perfetto non è utilizzato nelle applicazioni spaziali a causa dell’eccessiva 
lunghezza rispetto ad altre configurazioni a parità di rapporto delle aree. Osservando la 
Figura 5.2 si nota che la forma della parte finale è quasi parallela all’asse. Per cui, è lecito 
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aspettarsi che la componente assiale della risultante delle pressioni agenti su questa parte 
sia limitata. Si può pensare di eliminare una certa porzione del tratto finale in modo da 
ridurre la massa dell’ugello senza penalizzare troppo la spinta. Ugelli di questo tipo sono 
noti come ugelli perfetti troncati e trovano utilizzo nelle applicazioni spaziali. 
 
Figura 5.3 - Esempio di forma di un ugello a spinta ottimizzata. 
Un'altra configurazione utilizzata è nota come ugello a spinta ottimizzata. Si tratta di 
ugelli la cui forma è ricavata in modo da assicurare la spinta massima per una data 
lunghezza e/o altri vincoli (Figura 5.3). Questo tipo di metodi può essere difficoltoso da 
sviluppare, soprattutto se si considerano anche le reazioni chimiche nel flusso. Per questo 
sono stati proposti anche metodi semplificati. Quando comunemente si parla di ugelli a 
campana ci si riferisce a questi due tipi di configurazione. 
In Figura 5.4 sono confrontate le lunghezze di diversi tipi di ugello al variare del 
rapporto delle aree. L’ugello plug e la sua variante troncata (comunemente indicato come 
ugello aerospike) sono configurazioni studiate per ridurre le perdite legate alle operazioni 
con pressione ambiente superiore a quella che garantisce un’espansione ottima. Queste 
configurazioni non sono state prese in considerazione in questo lavoro perché, anche se 
ampiamente studiate, non hanno ancora trovato applicazione nei motori a razzo se non 




Figura 5.4 - Paragone tra le lunghezze di diversi tipi di ugelli (14). 
5.2 L’ugello di Rao 
La progettazione di un ugello con spinta ottimizzata può essere svolta utilizzando il 
metodo del calcolo delle variazioni. Questo approccio è stato proposto per primo da 
Guderley e Hantsch nel 1955 (1). Comunque, non è diventato comune finché la 
complicata soluzione non è stata semplificata da Rao (2) e, indipendentemente in Russia, 
da Shmyglevsky (3). 
Rao formula il problema trovando la sezione d’uscita e il contorno dell’ugello che 
assicuri la spinta massima per valori assegnati della portata e della lunghezza dell’ugello. 
I dettagli del suo metodo sono riportati nei paragrafi successivi. 
5.2.1 Geometria ed espansione inziale 
La linea ATBE rappresenta l’intersezione del contorno dell’ugello con il piano 
meridiano (Figura 5.5). Il sistema di riferimento è di tipo cilindrico con asse 𝑥 coincidente 
con l’asse dell’ugello, con origine O nella sezione di gola e dove 𝑦 rappresenta la distanza 
radiale dall’asse. Il tratto AT è la parte convergente a monte della gola e ha una raggio 
di curvatura 𝜌𝑡𝑢. Il tratto TB è l’inizio della parte divergente. Il punto B appartiene 
all’arco di circonferenza TB’ di raggio 𝜌𝑡𝑑 e la sua posizione fa parte della soluzione del 
problema. 
Assegnati i raggi di curvatura, si analizza il flusso transonico in prossimità della gola. 
È possibile usare il metodo di Sauer (§ 3.3) o altri metodi per identificare la linea TT’ in 
cui il Mach è costante e superiore all’unità (la linea dei valori iniziali). Utilizzando le 
condizioni iniziali lungo TT’ e TBB’ è possibile applicare il metodo delle caratteristiche. 
Si ottiene una rete di caratteristiche delimitata da quella destra per B. In questa regione 





Figura 5.5 - Geometria del problema. 
 
Figura 5.6 - Flusso attraverso l'elemento di 
superficie. 
5.2.2 Il problema 
Per formulare il problema sono necessarie le espressioni della spinta, portata e 
lunghezza della parte divergente dell’ugello. La spinta e la portata dell’ugello possono 
essere calcolate utilizzando una superficie di controllo passante per il piano d’uscita. In 
Figura 5.5 la linea CE rappresenta l’intersezione di questa superficie con il piano 
meridionale.  Questa linea è definita dalla posizione del punto C e dalla funzione 𝜙(𝑦) 
che rappresenta l’inclinazione della linea rispetto all’asse x al variare del raggio y. 
Lungo CE si considera un elemento infinitesimo ds posto a distanza y dall’asse. Si 
indicano con 𝜌, U, 𝜃 la densità, il modulo della velocità e la direzione del flusso 
considerato uniforme lungo l’elemento ds. La portata e il flusso di quantità di moto lungo 
la superficie di cui ds è l’intersezione con il piano meridionale risultano (Figura 5.6): 
 dṁ = ρU sin(ϕ− θ)sinϕ 2πydy , ρU2 sin(ϕ− θ)cosθsinϕ  (5.1) 
Integrando lungo CE si ottengono la portata: 
 ṁ = �ρU sin(ϕ− θ)sinϕE
C
2πydy (5.2) 
e la spinta dell’ugello: 
 T = � �ρU2 sin(ϕ− θ)cosθsinϕ + (p − pa)�E
C
2πydy (5.3) 
La lunghezza della parte divergente dell’ugello è indicata con 𝐿 ed è data da: 
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 L = xC + � 1tanϕdyE
C
 (5.4) 
Il problema consiste nel ricercare la spinta massima dell’ugello, calcolata con la (5.3), 
assegnata la portata e la lunghezza, definite dalle (5.2), (5.4). La posizione del punto C 





= cost. (5.5) 
5.2.3 Soluzione del problema 
Rao risolve il problema utilizzando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange così da 
ridurre il problema alla ricerca del massimo di questo integrale: 




 f1 = �ρU2 sin(ϕ− θ)cosθsinϕ + (p − pa)� yf2 = ρU sin(ϕ− θ)sinϕ yf3 = 1tanϕ
 (5.7) 
𝜆2, 𝜆3 sono i moltiplicatori di Lagrange. La soluzione si trova imponendo che la prima 
variazione di 𝐼 sia nulla, cioè 𝛿𝐼 = 0. 
L’espansione iniziale avviene lungo la linea TBB’ e termina in B. La caratteristica 
destra per B interseca la superficie di controllo in D. Per cui, una qualsiasi variazione nel 
contorno dell’ugello a valle di B non influisce sul flusso tra C e D. Questo significa che le 
variazioni 𝛿𝐶, 𝛿𝑀, 𝛿𝜃 sono nulle nel kernel. Per convenienza si sceglie come superficie di 
controllo tra C e D una caratteristica sinistra. La caratteristica sinistra è identificata 
dall’angolo 𝜙 = 𝛼 + 𝜃, per cui anche 𝛿𝜙 è nullo. 
Tra D ed E le variazioni 𝛿𝐷, 𝛿𝑀, 𝛿𝜃, 𝛿𝜙 sono non nulle. La lunghezza dell’ugello è 
assegnata, per cui 𝛿𝑦𝐸 è non nulla. Con queste osservazioni, la variazione prima di I può 






∂M + λ2 ∂f2∂M + λ3 ∂f3∂M� δM + �∂f1∂θ + λ2 ∂f2∂θ + λ3 ∂f3∂θ�δθ +yE
yD+ �∂f1
∂ϕ
+ λ2 ∂f2∂ϕ + λ3 ∂f3∂ϕ�δϕ�dy + (f1 + λ2f2 + λ3f3)yEδyE = 0 (5.8) 
Dato che le variazioni di 𝑀,𝜃,𝜙 e 𝑦𝐸 sono arbitrarie, la (5.8) comporta che lungo DE: 
 ∂f1
∂M + λ2 ∂f2∂M + λ3 ∂f3∂M = 0
∂f1
∂θ
+ λ2 ∂f2∂θ + λ3 ∂f3∂θ = 0
∂f1
∂ϕ
+ λ2 ∂f2∂ϕ + λ3 ∂f3∂ϕ = 0
 (5.9) 
e in E: 
 f1 + λ2f2 + λ3f3 = 0 (5.10) 
La funzione 𝑓3 dipende solo da 𝜙 per cui le derivate parziali rispetto a 𝑀,𝜃 sono nulle. 
Le prime due condizioni (5.9) possono essere semplificate nella forma: 
 ∂f1
∂M∂f2∂θ = ∂f1∂θ ∂f2∂M (5.11) 
Da questa è possibile dimostrare che 𝜙 = 𝜃 + 𝛼 lungo la linea DE e ciò significa che DE 
è l’ultima caratteristica sinistra del flusso nell’ugello. Se si inserisce questo risultato nelle 
ultime due equazioni (5.9) si ottengono due condizioni necessarie lungo la linea DE 
affinché l’integrale (5.6) abbia un massimo e sono: 
 Ucos(θ − α)cosα = −λ1 , yρU2sin2θtanα = −λ2 (5.12) 
Sostituendole nella (5.10) si ha anche una condizione nel punto E ed è: 
 sin(2θ) = p − pa12 ρU2 1tanα (5.13) 
5.2.4 Metodo per ottenere l’ugello ottimizzato 
Il primo passo per disegnare il contorno dell’ugello ottimizzato è scegliere i raggi di 
curvatura in prossimità della gola, 𝜌𝑡𝑢 e 𝜌𝑡𝑑. A questo punto si calcola la linea dei valori 
iniziali TT’ e si utilizza per sviluppare la rete di caratteristiche. 
Rao inverte il problema: fissa il valore del Mach nel punto E e cerca la lunghezza 
minima dell’ugello. Per risolvere il problema originale, un possibile approccio è quello di 
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calcolare il contorno per diversi 𝑀𝐸 così da ottenere diverse lunghezze. La condizione 
(5.13) può essere posta nella forma: 
 sin(2θE) = �1 − pambpE � 2γME2 1tanαE (5.14) 
Fissato 𝑀𝐸 e il rapporto delle pressioni 𝑝𝑎𝑚𝑏 𝑝𝐸⁄ , si ottiene 𝜃𝐸 che rappresenta l’angolo 
dell’ugello rispetto all’asse nella sezione d’uscita. Le condizioni (5.12) valide lungo la linea 
DE possono essere riscritte nella forma: 
 
�
2M2 + γ − 1�−12 cos(θ − α)cosα = C1 (5.15) 
 yyE M2 �1 + γ − 12 M2�− γγ−1 sin2θtanα = C2 (5.16) 
Dove 𝐶1,𝐶2 sono costanti note perché calcolabili con i valori nel punto E. Queste due 
relazioni, insieme alla definizione di angolo di Mach non sono sufficienti a indentificare la 
linea DE (si tratta, infatti, di un sistema di tre equazioni e quattro variabili). Si 
considera una delle caratteristiche destre che partono dal tratto TB’ assumendo che sia la 
caratteristica BDF (Figura 5.7). Lungo BDF si conoscono 𝑀,𝜃,𝛼, per cui utilizzando le 
(5.15) e (5.16) si identificano i possibili punti D ed E. Per verificare che si tratti 
effettivamente di tali punti è necessario che la portata attraverso BD sia uguale a quella 
per DE. Se non è così, si considera un'altra caratteristica destra BDF. 
 
Figura 5.7 - Individuazione dei punti D ed E. 
 
Figura 5.8 - Costruzione del contorno dell'ugello. 
Note le linee BD e DE, è possibile completare la griglia di caratteristiche nella regione 
delimitata da esse. Il contorno è ottenuto imponendo che la portata attraverso la generica 
caratteristica destra che termina nel punto appartenente alla linea DE, punto Q, sia 
uguale a quella per QE (Figura 5.8). 
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5.3 Algoritmo per disegnare un ugello Rao 
Il metodo di Rao può essere utilizzato per sviluppare un algoritmo in ambiente 
Matlab®, la funzione raoscontour. Assegnati un certo numero di punti inziali, la pressione 
e il Mach in E, la pressione ambiente, il raggio di curvatura in prossimità della gola e il 
rapporto tra calori specifici, raoscontour calcola la geometria dell’ugello di Rao e il 
coefficiente di spinta 𝐶𝑇 corrispondente. Inoltre, calcola il rapporto tra la spinta e la 
spinta ottenuta con il modello monodimensionale di ugello. Il diagramma generale della 
funzione è illustrato d seguito (Figura 5.9), così come il significato di ciascuna parte che 
la compone (Figura 5.10). 
 
Figura 5.9 - Diagramma degli ingressi e uscite della 
funzione raoscontour. 
 
Figura 5.10 - Parti che compongono la funzione 
raoscontour. 
5.3.1 Ingressi 
Gli n punti inziali necessari appartengono alla linea dei valori iniziali calcolata con 
uno dei metodi per analizzare il flusso transonico, in particolare si è utilizzato 
ivlinezucrow (§ 3.5.1). Possono o meno essere scelti equidistanziati lungo y e sono raccolti 
in una matrice 𝑛 × 4, indicata con IVLpoints, dove le colonne rappresentano le 
coordinate x, y (adimensionalizzate rispetto al raggio di gola 𝑦𝑡) e le componenti di 
velocità u, v. I punti sono ordinati dal contorno (𝑦1 = 1) all’asse o al punto più vicino ad 
esso. 
Il raggio di curvatura necessario è quello a valle della gola, indicato in Figura 5.11 con 




Figura 5.11 - Linea dei valori iniziali e geometria iniziale. 
5.3.2 Parte 1. La griglia sviluppata dalla linea dei valori iniziali 
Il metodo delle caratteristiche è utilizzato partendo dagli n punti iniziali per ottenere 
la griglia dei punti soluzione. 
La Figura 5.12 illustra il diagramma di flusso della Parte 1. La matrice dei punti 
inziali IVLpoints è modificata con la funzione info (vedi § 4.7.1) diventando una matrice 
𝑛 × 10. Se l’ultimo punto di questa matrice si trova sull’asse, il blocco di controllo è 
vero. In caso contrario si entra in un ciclo for che scorre tutte le righe di IVLpoints. Nella 
prima iterazione (𝑖 = 1) il blocco di controllo è falso e si applica la funzione inter (§ 4.7.2) 
alla coppia di punti i, i+1. Terminate le iterazioni si utilizza l’ultimo punto di IVLpoints 
per calcolare, con la funzione axis_sym (§ 4.7.3), il punto sull’asse. In questo modo, si è 
ottenuto un insieme di n punti che può essere indicato come prima linea di punti 
soluzione (Figura 5.13). 
Si entra in un ciclo for che scorre tutte le linee di soluzione generate dalla linea dei 
valori iniziali. Nella prima iterazione (𝑗 = 1) il blocco di controllo è falso e si entra in un 
ciclo for annidato che scorre tutti punti della prima linea di soluzione (o della linea dei 
valori iniziali) indicata con P2. In ogni iterazione è applicato inter alla coppia di punti 
𝑖, 𝑖 + 1. Quando il blocco di controllo con la condizione 𝑖 > 𝑃2_𝑟𝑜𝑤𝑠 − 1 è vero la linea 
di soluzione successiva (indicata con P1) è completa. Si procede entrando in un altro ciclo 
for che scorre P1. Il ciclo è simile al precedente, ma termina con la condizione 𝑖 >
𝑃2_𝑟𝑜𝑤𝑠 − 2. Il punto di indice 𝑃2_𝑟𝑜𝑤𝑠 − 1 è utilizzato da axis_sym per ottenere il 
punto sull’asse. Questa linea di soluzioni è raccolta in P2. 
A questo punto si incrementa l’indice j e si procede con l’iterazione successiva. 
Quando sono esaurite le linee di soluzione il blocco di controllo con la condizione 𝑗 > 𝑘 è 





Figura 5.12 - Diagramma di flusso della prima parte della funzione raoscontour. 
I punti iniziali insieme a quelli calcolati sono raccolti in una matrice 𝑛𝑖𝑛 × 12, 
indicata con in_points, dove 𝑛𝑖𝑛 è il numero totale di punti e le prime dieci colonne 
hanno lo stesso significato di quelle della matrice iniziale. Le ultime due colonne 
rappresentano il numero che identifica la caratteristica destra e sinistra a cui appartiene 
il punto. In Figura 5.14 si mostra, nel caso 𝑛 = 4, la numerazione dei punti e quella delle 
caratteristiche destre e sinistre. La matrice Tchar raccoglie i punti della caratteristica 




Figura 5.13 - Organizzazione dei calcoli. 
 
Figura 5.14 - Numerazione dei punti e delle 
caratteristiche nel caso 𝑛 = 4. 
5.3.3 Parte 2. I punti B, D, E e la griglia del kernel 
La Parte 2 inizia con il calcolo della geometria della prima parte del divergente (vedi 
diagramma di flusso in Figura 5.15). La funzione in_div ricava un certo numero di punti 
equidistanziati angolarmente che vengono raccolti nella matrice IWpoints. 
Si entra in un ciclo for che scorre tutte le righe di IWpoints. Nella prima iterazione 
(𝑖 = 1) il blocco di controllo è falso, si calcola la caratteristica destra che parte dal punto 
𝑖 del contorno. La funzione Dfinder è utilizzata per calcolare l’errore commesso sulla 
costante 𝐶1 in ogni punto della caratteristica. 
Si entra in un ciclo for annidato che scorre tutti i punti della caratteristica (indicata 
da PD2). Nella prima iterazione (𝑗 = 1) il blocco di controllo è falso e se l’errore su 𝐶1 è 
inferiore al valore tol_C1 il successivo è vero. La funzione flowrate calcola la portata 
attraverso questa caratteristica, assumendo che si tratti di BD, e attraverso la linea DE. 
Le due portate sono confrontate e il punto lungo la caratteristica che assicura l’errore 
minore è selezionato e inserito nella matrice Dsearch. A questo punto o nel caso in cui il 
blocco di controllo dell’errore su 𝐶1 sia falso, si procede all’iterazione successiva del ciclo 
annidato (𝑗 = 𝑗 + 1). Le iterazioni procedono fino a che non sono esauriti i punti della 
caratteristica in esame, cioè quando il blocco di controllo con la condizione 𝑗 >
𝑃𝐷2_𝑟𝑜𝑤𝑠 è vero. 
L’iterazione successiva del ciclo for più esterno considera la caratteristica che parte dal 
punto 𝑖 = 𝑖 + 1 e vengono ripetuti i passaggi appena descritti. Le iterazioni procedono 
per tutti i punti assegnati da IWpoints. Una volta terminate, il blocco di controllo con la 
condizione 𝑖 > 𝐼𝑊𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠_𝑛𝑢𝑚 risulta vero. 
Si confrontano i punti raccolti in Dsearch e si seleziona come punto D quello che 
assicuri l’errore minimo relativo alla portata. Di seguito si ricavano le caratteristiche BD, 
DE, CD e le matrici che contengono i punti del kernel (indicata con kernel_points) e i 








5.3.4 Parte 3. Contorno dell’ugello e turning region 
La Parte 3 (Figura 5.16) è formata da un ciclo for che scorre i punti della 
caratteristica destra BD. Nella prima iterazione (𝑖 = 1) si ricava il punto i del contorno 
applicando la funzione contour_nogoursat. L’algoritmo prosegue le iterazioni fino ad 
esaurire i punti di BD, cioè quando il blocco di controllo è falso. I punti del contorno 
appena calcolati e quelli di TBpoints sono raccolti nella matrice Cpoints. Le 
caratteristiche sinistre costruite da contour_nogoursat sono raccolte nella matrice 
TRpoints. 
5.3.5 Parte 4. Prestazioni 
La Parte 4 (Figura 5.16) inizia con ricavare la lunghezza della parte divergente 
dell’ugello (indicata con nozzle_length) e il rapporto delle aree (area_ratio) dalle 
variabili DEpoints e y_E. Il coefficiente di spinta è calcolato utilizzando la funzione 
thrust e quello riferito ad un modello monodimensionale con stesso rapporto delle aree 
con la funzione thrust1D. Si calcola, infine, il rapporto tra i due coefficienti che 








5.3.6 Algoritmi utilizzati in raoscontour 
L’algoritmo raoscontour utillizza diverse funzioni al suo interno. In questo paragrafo 
sono descritte in dettaglio. 
In_div 
La funzione in_div calcola un certo numero di punti equidistanziati angolarmente 
appartenenti alla prima parte del divergente dell’ugello. 
Gli ingressi (Figura 5.17) sono il raggio di curvatura a valle della gola (indicato con 
rho e adimensionalizzato rispetto al raggio di gola) e lo spazio angolare tra due punti 
consecutivi (delta_beta) in gradi. Le uscite sono la matrice dei punti IWpoints e il 
numero di punti IWpoints_num. Ogni riga della matrice rappresenta un punto a partire 
dal primo a valle di T. Le tre colonne rappresentano le coordinate assiale, radiale 
(adimensionalizzate rispetto al raggio di gola) e l’angolo individuato dalla tangente locale 
con l’asse in gradi. 
 
Figura 5.17 - Diagramma degli ingressi e uscite della 
funzione in_div. 
 
Figura 5.18 - Geometria della parte iniziale del 
divergente. 
Il punto i-esimo è identificato dall’angolo 𝛽𝑖 = Δ𝛽 ∙ 𝑖. Le coordinate si trovano da 
semplici relazioni geometriche ricavabili osservando la (Figura 5.18). 
 xiyt = ρtyt sinβiyiyt = 1 + ρtyt (1 − cosβi) (5.17) 
L’angolo individuato dalla tangente locale coincide con 𝛽𝑖. Si osserva che il numero di 
punti IWpoints_num dipende oltre che da Δ𝛽, anche dall’estensione del segmento 





La funzione D_finder calcola la costante 𝐶1 in diversi punti di una generica 
caratteristica destra. Il primo ingresso è la matrice rchar. Ciascuna riga rappresenta un 
punto. Le colonne hanno lo stesso significato di quelle di in_points di raoscontour. Gli 
altri ingressi sono la costante 𝐶1, il numero di punti considerati tra due consecutivi della 
caratteristica (indicato con num), l’indice che rappresenta il numero della caratteristica 
(rchar_in), il rapporto dei calori specifici (fluid(1)). Le uscite sono la matrice A e il suo 
numero di righe A_rows. Ciascuna riga rappresenta un punto considerato nei calcoli. Le 
otto colonne rappresentano: indice della caratteristica (pari a rchar_in), coordinate 
assiale e radiale adimensionalizzate rispetto al raggio di gola, numero di Mach, angolo di 
Mach e del flusso in gradi, valore di 𝐶1, errore percentuale rispetto al valore assegnato in 
ingresso di 𝐶1. 
 
Figura 5.19 - Diagramma degli ingressi e uscite della funzione Dfinder. 
Assegnati gli ingressi (Figura 5.20), Dfinder entra in un ciclo for che scorre i punti 
della caratteristica rchar. Nella prima iterazione (𝑖 = 1) il blocco di controllo è falso. Si 
calcola la costante 𝐶1 in i utilizzando la (5.15) e si confronta con valore reale della 
costante. I risultati sono inseriti nella riga 𝑝 = 1 della matrice A. Anche il seguente 
blocco di controllo è falso. 
Si entra in un ciclo for annidato che scorre i punti compresi tra i e i+1 (il loro numero 
è la variabile num). Nella prima iterazione (𝑗 = 𝑝 + 1 = 2) il blocco di controllo è falso. 
Si calcola 𝐶1, l’errore del punto j e si inseriscono nella riga 𝑗 di A. Si prosegue con 
l’iterazione successiva (𝑗 = 𝑗 + 1) fino a che non sono esauriti i punti, cioè quando il 
blocco di controllo con la condizione 𝑗 > 𝑝 + 𝑛𝑢𝑚 − 1 risulta vera. Si esce dal ciclo for 
annidato e si incrementa la variabile 𝑝 secondo la 𝑝 = 𝑝 + 𝑛𝑢𝑚. 
A questo punto, o nel caso in cui il blocco di controllo con la condizione 𝑖 =
𝑟𝑐ℎ𝑎𝑟_𝑟𝑜𝑤𝑠 sia vero, si prosegue con l’iterazione successiva (𝑖 = 𝑖 + 1) del ciclo for 





Figura 5.20 - Diagramma di flusso della funzione Dfinder. 
Flowrate 
La funzione flowrate calcola la portata adimensionale attraverso l’ipotetica 
caratteristica destra BD e quella attraverso l’ipotetica caratteristica sinistra DE. Le 
confronta e ottiene l’errore relativo. 
Il primo ingresso è la matrice BDchar e rappresenta l’ipotetica caratteristica destra 
BD. Ciascuna riga rappresenta un punto. Le colonne hanno lo stesso significato di quelle 
di in_points di raoscontour. Le variabili x_D e y_D sono le coordinate assiale e radiale 
dell’ipotetico punto D (adimensionalizzate rispetto al raggio di gola). I rimanenti ingressi 
hanno lo stesso significato assunto in raoscontour. Le uscite sono l’errore relativo in 
percentuale sulla portata e la matrice DEpoints che descrive l’ipotetica linea DE. 
Ciascuna riga rappresenta un punto della linea. Le colonne rappresentano: numero di 




Figura 5.21 - Diagramma degli ingressi e uscite della 
funzione flowrate. 
 
Figura 5.22 - Flusso attraverso un elemento di 
superficie della caratteristica BD. 
In (Figura 5.24) è illustrato il diagramma di flusso della funzione. Assegnati gli 
ingressi, si entra in un ciclo for che scorre le righe della matrice BDchar. Nella prima 
iterazione (𝑝 = 1) il primo blocco di controllo è falso. Il secondo è falso se la coordinata x 
del punto p è maggiore di 𝑥𝐷. Il ciclo procede fino a che questo blocco di controllo non 
risulta vero. Se non avviene per alcun punto di BDchar è segnalato errore. Finito il ciclo, 
p rappresenta l’indice di riga del primo punto a destra di D lungo la caratteristica 
(Figura 5.23). 
 
Figura 5.23 - Significato dell'indice p. 
La portata attraverso BD è calcolata sommando la portata attraverso ciascun tratto 
compreso tra due punti consecutivi della caratteristica. Si utilizza una ciclo for. Nella 
prima iterazione (𝑖 = 1) il blocco di controllo è falso. La portata tra i punti i e i+1 si 
calcola in modo simile al caso della linea DE (2.1). Dalla (Figura 5.22) si ottiene: 
 ṁi,i+1 = � ρU sinαsin(θ − α)i+1
i
2πydy (5.18) 
È conveniente sostituire le proprietà statiche con quelle di ristagno: 
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 ṁi,i+1 = � ρ0 �1 + γ − 12 M2�− 1γ−1 Mi+1
i
∙
∙ �γRT0 �1 + γ − 12 M2�−1 sinαsin(θ − α)2πydy
 (5.19) 
Con qualche passaggio algebrico e considerando la forma adimensionale si ottiene: 






Questo integrale è risolto numericamente con la funzione Matlab® quad, basata sulla 
quadratura di Simpson. La funzione integranda è ricavata interpolando linearmente le 
variabili 𝑀,𝛼,𝜃. Si procede con l’iterazione successiva, si calcola la portata e si somma a 
quella del tratto precedente. Le iterazioni terminano quando il blocco controllo con la 
condizione 𝑖 > 𝑝 − 2 è vero. A questo punto si calcola e aggiunge  anche la portata nel 
tratto tra 𝑝 − 1 e il punto D. La variabile flowrate_BD rappresenta la portata 
adimensionale attraverso la caratteristica BD. 
Si ricavano un certo numero di punti appartenenti alla linea DE utilizzando le (5.15), 
(5.16) e la definizione di angolo di Mach. Si costruisce la matrice DEpoints che raccoglie 
questi punti e si calcola numericamente la portata attraverso la linea DE (indicata con 
flowrate_DE). Infine, si calcola la differenza relativa tra le due portate nella forma di 




Figura 5.24 - Diagramma di flusso della funzione flowrate. 
Contour_nogoursat 
La funzione contour_nogoursat ricava la caratteristica sinistra che parte dall’ultimo 
punto della cratteristica destra specificata. Inoltre, utilizzando la condizione sulla portata, 
ricava il punto del contorno. 
Il primo ingresso (Figura 5.25) è la matrice rchar che rappresenta la caratteristica 
destra. Ciascuna riga rappresenta un punto. Le colonne hanno lo stesso significato di 
quelle di in_points di raoscontour. Gli altri ingressi sono la coordinata radiale 
adimensionalizzata del punto E (y_E), e alcune caratteristiche del fluido contenute nella 
matrice fluid. In particolare sono: rapporto dei calori specifici 𝛾, costante del gas R in 
𝐽 (𝐾𝑔 𝐾)⁄ , temperatura di ristagno 𝑇0 in K. Le uscite sono la matrice riga C del punto 
del contorno (le colonne hanno lo stesso significato di quelle di rchar), la matrice lchar 




Figura 5.25 - Diagramma degli ingressi e 
uscite della funzione contour_nogoursat. 
 
Figura 5.26 - Calcolo dei punti del contorno. 
Il metodo utilizzato per ottenere le caratteristiche sinistre è simile a quello utilizzato 
da Rao per definire la linea DE. La (Figura 5.26) illustra la goemetria del problema. Si 
considera il punto D’ lungo BD, si vuole indentificare la linea D’E’. La linea C’E’ assicura 
la massima spinta fissata la porta e la lunghezza. Il tratto C’D’ non è influenzato da 
qualsiasi variazione esterna al kernel. È possibile quindi considerare solo il tratto D’E’. Il 
problema di ottimizzazione vincolato è lo stesso utilizzato da Rao per definire la linea 
DE. Si ottengono le condizioni (5.15) e (5.16). In questo caso però non è noto il punto E’, 
ma il punto D’, per cui le due costanti sono calcolate in questo punto: 
 C1 = � 2MD′2 + γ − 1�−
1
2 cos(θD′ − αD′)cosαD′  (5.21) 
 C2 = yD′M2 �1 + γ − 12 MD′2 �− γγ−1 sin2θD′tanαD′ (5.22) 
Note queste contanti è possibile ricavare la linea cercata. 
Assegnati gli ingressi, contour_nogoursat calcola la portata attraverso la caratteristica 
destra BD’, le costanti C1 e C2 dai dati nel punto D’. Si ricavano un certo numero di 
punti lungo D’E’ e imponendo che la portata tra le due caratteristiche sia uguale si 




Figura 5.27 - Diagramma di flusso della funzione contour_nogoursat. 
Thrust 
La funzione thrust calcola il coefficiente di spinta e la spinta attraverso la linea CE. 
Gli ingressi sono le matrici che raccolgono i punti della linea (CDpoints e DEpoints), 
raggio di gola in mm (y_t), pressione ambiente in MPa (p_amb), due elementi della 
matrice fluid (𝛾 e pressione di ristagno 𝑝0 in MPa). Le uscite sono il coefficiente di spinta 
(Ct) e la spinta in kN (T). Se 𝑦𝑡 = 1 la spinta è in 𝑘𝑁 𝑚𝑚2⁄ . 
 
Figura 5.28 - Diagramma degli ingressi e uscite della funzione thrust. 




 T = ��p0 �1 + γ − 12 M2�− γγ−1 − pa�E
C
2πydy +
+�ρ0 �1 + γ − 12 M2�− 1γ−1E
C
M2γRT0 �1 + γ − 12 M2�−1 ∙
∙
sin(α)cos(θ)sin(θ + α) 2πydy
 (5.23) 
Può essere posta nella forma: 
 T = ��p0 �1 + γ − 12 M2�− γγ−1 − pa�E
C
2πydy +
+p0γ� �1 + γ − 12 M2�− γγ−1 M2 sin(α)cos(θ)sin(θ + α)E
C
2πydy (5.24) 
Questa è risolta numericamente. 
Thrust1D 
La funzione thrust1D calcola le prestazioni di un ugello utilizzando il modello 
monodimensionale (). Le variabili da specificare sono: raggio di gola (y_t) e raggio della 
sezione d’uscita (y_E) in mm, alcune caratteristiche del fluido raccolte nella matrice fluid 
e la pressione ambiente (p_amb) in MPa. Le caratteristiche del fluido necessarie sono: 
rapporto dei calori specifici 𝛾, costante del gas R in 𝐽 (𝑘𝑔 𝐾)⁄ , temperatura totale 𝑇0 in 
K, pressione totale 𝑝0 in MPa. Le uscite sono il coefficiente di spinta 𝐶𝑇, la spinta T in 
kN e la portata di massa in 𝑘𝑔 𝑠⁄ . Se si specifica 𝑦𝑡 = 1, il raggio della sezione d’uscita è 
considerato come rapporto 𝑦𝐸 𝑦𝑡⁄ , la spinta e la portata risultano in 𝑘𝑁 𝑚𝑚2⁄  e 
𝑘𝑔 (𝑠 𝑚𝑚2)⁄ . 
 
Figura 5.29 - Diagramma degli ingressi e uscite di thrust1D. 
Assegnati i due raggi di gola, si utilizza la funzione Matlab® fsolve per risolvere la 
relazione (2.6) implementata nella funzione mach_fun (vedi § 6.3.1) per trovare il 
numero di Mach nella sezione d’uscita. Dalle definizioni di temperatura e pressione di 
ristagno, numero di Mach si ricavano la temperatura, pressione e velocità di scarico. La 






   Capitolo 6
Strato limite turbolento alla parete 
6.1 Introduzione 
Lo studio della regione in prossimità della parete dell’ugello dove gli effetti viscosi e di 
diffusività termica sono dello stesso ordine di grandezza di quelli inerziali, nota come 
strato limite, permette di stimare il flusso di calore e le tensioni tangenziali alla parete. 
Lo strato limite che si sviluppa nell’ugello di un razzo è di tipo turbolento, comprimibile, 
con forti gradienti di pressione e pareti raffreddate. Un flusso turbolento può essere 
studiato applicando la media temporale alle equazioni di governo ottenendo le equazioni 
di Navier-Stokes mediate di Reynolds (Reynolds-averaged Navier-Stokes equations o 
RANS equations). Le equazioni dello strato limite bidimensionale sono ricavate con 
considerazioni simili al caso laminare (15 p. 407-408). Si considera un sistema di 
riferimento curvilineo ortogonale con asse x coincidente con la parete e asse y 


















= −𝑢𝜌𝑒𝑈 𝑑𝑈𝑑𝑥 + 𝜕𝑞𝑡𝑜𝑡𝜕𝑦 + 𝜏𝑡𝑜𝑡 𝜕𝑢�𝜕𝑦
 (6.1) 
Dove 𝜌,𝑈 rappresentano i valori al bordo dello strato limite. I soli metodi per analizzarlo 
sono la soluzione delle equazioni integrali o i metodi alle differenze finite. 
Tra i metodi integrali, si sceglie quello dovuto a Bartz (4). Questo è presentato in 
dettaglio nel paragrafo successivo. Nel paragrafo 6.3 si descrive il programma sviluppato 
in Matlab® basato sulle pubblicazioni di Bartz (16) e (4). 
6.2 Metodo di Bartz 
Bartz affronta il problema dello strato limite turbolento risolvendo simultaneamente il 
bilancio integrale di quantità di moto e quello di energia. La forma di questi bilanci può 
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essere ricavata dall’integrazione delle equazioni dello strato limite (2.1) oppure studiando 
appropriati volumi di controllo nel flusso vicini alla parete. 
Dopo avere richiamato la terminologia e alcune definizioni relative allo strato limite, si 
segue il secondo approccio per ottenere le equazioni integrali. Una volta ottenute, Bartz 
ricava le espressioni di alcuni coefficienti che appaiono nelle equazioni integrali in modo 
da rendere risolvibile il problema. 
6.2.1 Terminologia e definizioni 
La Figura 6.1 presenta la terminologia del flusso reale in un ugello. Le proprietà di 
ristagno del gas sono: temperatura 𝑇0, pressione 𝑝0. La geometria dell’ugello è descritta 
introducendo un sistema di riferimento cilindrico con coordinata assiale z e coordinata 
radiale r. La parete è caratterizzata dalla temperatura 𝑇𝑤, tensioni tangenziali 𝜏𝑤 e flusso 
di calore ?̇?𝑤. Per lo studio dello strato limite, alla parete si introducono le coordinate 
curvilinee x, y. La componente x delle velocità mediata è indicata con 𝑢�, la densità 
statica mediata con ?̅?, la temperatura di ristagno mediata con 𝑇�0. 
Il valore della velocità mediata 𝑢� varia da zero,  assunto alla parete, al valore al bordo 
U, assunto alla distanza 𝑦 = 𝛿. Questa distanza è definita spessore dello strato limite di 
velocità. In modo simile, il valore della temperatura di ristagno 𝑇�0 varia da 𝑇𝑤 al valore 
al bordo 𝑇0, assunto alla distanza 𝑦 = Δ. Questa distanza è definita spessore dello strato 
limite di temperatura. 
 
Figura 6.1 - Terminologia del flusso reale in un ugello. 
 
Figura 6.2 - Terminologia del flusso potenziale in un 
ugello. 
Si considera una linea di corrente, l’n-esima linea di corrente, che per una distanza 
finita a monte e a valle di z sia al di sopra sia di 𝛿 che di Δ. Tutti gli effetti degli strati 
limite possono essere considerati confinati tra questa linea di corrente e la parete. Essa 
giace ad un distanza 𝛿′𝑟 dalla parete. In questo punto la densità, la pressione, il numero 
di Mach, la temperatura statica e la viscosità sono indicate rispettivamente con 
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𝜌,𝑝,𝑀,𝑇, 𝜇. Sebbene le distanze 𝛿,Δ, 𝛿′𝑟 non coincidano, sono così vicine da poter 
considerare trascurabili le variazioni delle proprietà del flusso nella regione al di fuori 
degli strati limite (comunemente detta flusso esterno o potenziale). 
Il flusso può essere considerato potenziale ovunque se si estendono le proprietà al 
bordo dello strato limite (considerate coincidenti a quelle nell’n-esima linea di corrente) 
fino alla parete opportunamente spostata. In Figura 6.2 è mostrata la terminologia in 
questo caso. La linea di corrente n-esima coincide con quella del caso reale, ma la parete 
si trova in generale ad una distanza 𝛿′𝑝 diversa. Assumendo che lo strato limite sia 
sottile rispetto al raggio 𝑟 della parete è ragionevole considerare 𝑟𝑝 ≅ 𝑟. 
Spessore di spostamento 
La distanza 𝛿′𝑝 è scelta in modo che la portata tra l’n-esima linea di corrente e la 
parete coincida con quella tra la stessa linea di corrente e la parete spostata, cioè: 
 2𝜋𝑟� ?̅?𝑢�𝑑𝑦𝛿𝑟′
0
= 2𝜋𝑟𝜌𝑈𝛿𝑝′ → 𝛿𝑝′ = � ?̅?𝑢�𝜌𝑈 𝑑𝑦𝛿𝑟′
0
 (6.2) 
La differenza tra le due distanze rappresenta di quanto sia spostato il contorno nella 
Figura 6.2 ed è detta spessore di spostamento 𝛿∗. 
 
𝛿∗ = 𝛿𝑟′ − 𝛿𝑝′ = � �1 − ?̅?𝑢�𝜌𝑈�𝑑𝑦𝛿𝑟′
0
 (6.3) 
Spessore di quantità di moto 
Si considera il termine convettivo del bilancio di quantità di moto lungo 𝑥 nel flusso 
reale tra la parete e l’n-esima linea di corrente (indicato con ?̇?𝑟) e nel flusso potenziale 
tra la parete spostata e la stessa linea di corrente (indicato con ?̇?𝑝). La differenza tra 
quest’ultimo e il primo risulta: 
 
?̇?𝑝 − ?̇?𝑟 = 2𝜋𝑟𝜌𝑈2𝛿𝑝′ − 2𝜋𝑟� ?̅?𝑢�2𝑑𝑦𝛿𝑟′
0
 (6.4) 
Sostituendo 𝛿𝑝′  ottenuto dalla (6.2) e dopo una serie di passaggi algebrici si ottiene: 
 













= 2𝜋𝑟𝜌𝑈2𝜃  (6.5) 
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L’ultimo integrale rappresenta una distanza, detta spessore di quantità di moto 𝜃. 
Questa può essere interpretata fisicamente di quanto si debba ulteriormente spostare il 
contorno in modo che il termine convettivo del bilancio di quantità di moto sia uguale 
nel caso reale e potenziale, infatti dalle (6.4) e (6.5) si ottiene: 
 2𝜋𝑟� ?̅?𝑢�2𝑑𝑦𝛿𝑟′
0
= 2𝜋𝑟𝜌𝑈2�𝛿𝑝′ − 𝜃� = 2𝜋𝑟𝜌𝑈2(𝛿𝑟′ − 𝛿∗ − 𝜃) (6.6) 
Spessore di energia 
Si procede in modo simile per il bilancio di energia. Si considerano il termine 
convettivo dell’entalpia di ristagno nel flusso reale tra la parete e l’n-esima linea di 
corrente (indicato con ?̇?0,𝑟) e nel flusso potenziale tra la parete spostata e la stessa linea 
di corrente (indicato con ?̇?0,𝑝). La differenza tra quest’ultimo e il primo risulta: 
 
?̇?0,𝑝 − ?̇?0,𝑟 = 2𝜋𝑟𝜌𝑈𝑐𝑝(𝑇0 − 𝑇𝑤)𝛿𝑝′ − 2𝜋𝑟� ?̅?𝑢�𝑐𝑝(𝑇�0 − 𝑇𝑤)𝑑𝑦𝛿𝑟′
0
 (6.7) 
Sostituendo 𝛿𝑝′  ottenuto dalla (6.2) e dopo una serie di passaggi algebrici si ottiene: 
 
?̇?0,𝑝 − ?̇?0,𝑟 = 2𝜋𝑟𝜌𝑈𝑐𝑝(𝑇0 − 𝑇𝑤)� ?̅?𝑢�𝜌𝑈 𝑑𝑦𝛿𝑟′
0
+
−2𝜋𝑟� ?̅?𝑢�𝑐𝑝(𝑇�0 − 𝑇𝑤)𝑑𝑦𝛿𝑟′
0










= 2𝜋𝑟𝜌𝑈𝑐𝑝(𝑇0 − 𝑇𝑤)𝜙
 (6.8) 
L’ultimo integrale rappresenta lo spessore di energia 𝜙 e può essere interpretato 
fisicamente di quanto si debba ulteriormente spostare il contorno in modo che il termine 
convettivo dell’energia sia uguale nel caso reale e potenziale, infatti dalle (6.7) e (6.8) si 
ottiene: 
 2𝜋𝑟� ?̅?𝑢�𝑐𝑝(𝑇�0 − 𝑇𝑤)𝑑𝑦𝛿𝑟′
0
= 2𝜋𝑟𝜌𝑈𝑐𝑝(𝑇0 − 𝑇𝑤)�𝛿𝑝′ − 𝜙� == 2𝜋𝑟𝜌𝑈𝑐𝑝(𝑇0 − 𝑇𝑤)(𝛿𝑟′ − 𝛿∗ − 𝜙)  (6.9) 
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6.2.2 Equazione integrale della quantità di moto 
Si applica il bilancio di quantità di moto in direzione assiale al flusso potenziale nel 
volume di controllo esteso 𝑑𝑥, delimitato dalla n-esima linea di corrente e dal contorno 








 2𝜋𝑟𝛿𝑝′ [−𝜌𝑈2 + (𝜌 + 𝑑𝜌)(𝑈 + 𝑑𝑈)2] == −2𝜋𝑟𝛿𝑝′ [−𝑝 + (𝑝 + 𝑑𝑝)]  (6.11) 




�?̇?𝑝� = −2𝜋𝑟𝛿𝑝′ 𝑑𝑝𝑑𝑥 (6.12) 
Utilizzando le (6.3) e (6.5), può essere riscritta nella forma: 
 𝑑
𝑑𝑥
�?̇?𝑟 + 2𝜋𝑟𝜌𝑈2𝜃� = −2𝜋𝑟(𝛿𝑟′ − 𝛿∗)𝑑𝑝𝑑𝑥 (6.13) 
 
 
Figura 6.3 - Volume di controllo utilizzato riferito al 
flusso potenziale. 
 
Figura 6.4 - Volume di controllo utilizzato riferito al 
flusso reale. 
Si applica, adesso, il bilancio di quantità di moto in direzione assiale al flusso reale nel 
volume di controllo esteso dx, delimitato dal bordo dello strato limite e dal contorno reale 
(Figura 6.4). Bartz assume che il solo effetto della viscosità sia relativo alle tensioni 
tangenziali alla parete 𝜏𝑤 e che nello strato limite la pressione sia costante lungo y 















+ �(?̅? + 𝑑?̅?)(𝑢� + 𝑑𝑢�)2𝑑𝑆
𝑆
== −2𝜋𝑟𝛿𝑝′ [−𝑝 + (𝑝 + 𝑑𝑝)] − 2𝜋𝑟𝜏𝑤𝑑𝑥  (6.15) 




= −2𝜋𝑟𝜏𝑤 − 2𝜋𝑟𝛿′𝑟 𝑑𝑝𝑑𝑥 (6.16) 




(𝑟𝜌𝑈2𝜃) = 𝑟𝜏𝑤 − 𝑟𝜌𝑈𝛿∗ 𝑑𝑈𝑑𝑥  (6.17) 










= ⋯ (6.18) 























= 𝐶𝑓2 − 𝜃 �1 + 𝛿∗𝜃𝑈 𝑑𝑈𝑑𝑥 + 1𝜌𝑈𝑑(𝜌𝑈)𝑑𝑥 + 1𝑟 𝑑𝑟𝑑𝑥�  (6.19) 
Per sostituire la velocità U in favore del numero di Mach M nei due termini in cui appare 



























Si utilizza la definizione di temperatura di ristagno, considerata costante, nella forma 
 
√𝑇 = � 𝑇01 + 𝛾 − 12 𝑀2 (6.21) 
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= �1 + 𝛾 − 12 𝑀2
𝑇0
𝑀 �−
12�𝑇0 �1 + 𝛾 − 12 𝑀2�−32(𝛾 − 1)𝑀] = −𝛾 − 12 𝑀2 11 + 𝛾 − 12 𝑀2
 (6.22) 









11 + 𝛾 − 12 𝑀2 (6.23) 









1 −𝑀21 + 𝛾 − 12 𝑀2 (6.24) 
Sostituendo le (6.20) e (6.24) e trasformando la variabile indipendente x in z con la 
relazione 𝑑𝑥 𝑑𝑧⁄ = �1 + (𝑑𝑟 𝑑𝑧⁄ )2, si ottiene la forma finale dell’equazione integrale 
della quantità di moto: 
 𝑑𝜃
𝑑𝑧
= 𝐶𝑓2 �1 + �𝑑𝑟𝑑𝑧�2 − 𝜃 � 2 −𝑀2 + 𝛿∗𝜃𝑀 �1 + 𝛾 − 12 𝑀2�𝑑𝑀𝑑𝑧 + 1𝑟 𝑑𝑟𝑑𝑧� (6.25) 
Il rapporto 𝛿∗ 𝜃⁄  è una caratteristica dello strato limite ed è noto come rapporto di forma 
dello strato limite. 
6.2.3 Equazione integrale dell’energia 
Si procede in modo analogo applicando il bilancio di entalpia totale al flusso 




= 0 (6.26) 
Da cui: 
 2𝜋𝑟𝛿𝑝′ ℎ0[−𝜌𝑈 + (𝜌 + 𝑑𝜌)(𝑈 + 𝑑𝑈)] = 0 (6.27) 






�?̇?0,𝑝� = 0 (6.28) 
Utilizzando la definizione di spessore di energia 𝜙 nella forma (6.8), quest’ultima 
equazione può essere riscritta: 
 𝑑
𝑑𝑥
�?̇?0,𝑟 + 2𝜋𝑟𝜌𝑈𝑐𝑝(𝑇0 − 𝑇𝑤)𝜙� = 0 (6.29) 
Si considera il flusso reale (Figura 6.4). La variazione della componente convettiva 











+ �(?̅? + 𝑑?̅?)(𝑢� + 𝑑𝑢�)�ℎ�0 + 𝑑ℎ�0�𝑑𝑆
𝑆
= 2𝜋𝑟?̇?𝑤𝑑𝑥 (6.31) 




= −2𝜋𝑟?̇?𝑤 (6.32) 
Sostituendo quest’ultima nella (6.29) si ottiene: 
 𝑑
𝑑𝑥
�𝑟𝜌𝑈𝑐𝑝(𝑇0 − 𝑇𝑤)𝜙� = 𝑟?̇?𝑤 (6.33) 
Si sviluppa la derivata del termine a sinistra dell’uguale: 
 𝜌𝑈𝑐𝑝(𝑇0 − 𝑇𝑤)𝜙 𝑑𝑟𝑑𝑥 + 𝑟𝑐𝑝(𝑇0 − 𝑇𝑤)𝜙𝑑(𝜌𝑈)𝑑𝑥 ++𝑟𝜌𝑈𝑐𝑝𝜙 𝑑𝑑𝑥 (𝑇0 − 𝑇𝑤) + 𝑟𝜌𝑈𝑐𝑝(𝑇0 − 𝑇𝑤)𝑑𝜙𝑑𝑥 = ⋯ (6.34) 




= 𝐶ℎ �𝑇𝑎𝑤 − 𝑇𝑤𝑇0 − 𝑇𝑤 � + 𝜙 � 1𝜌𝑈𝑑(𝜌𝑈)𝑑𝑥 + 1𝑟 𝑑𝑟𝑑𝑥 − 1𝑇0 − 𝑇𝑤 𝑑𝑇𝑤𝑑𝑥 � (6.35) 
Sostituendo la (6.24) e trasformando la variabile indipendente x in z, si ottiene la forma 





= 𝐶ℎ �𝑇𝑎𝑤 − 𝑇𝑤𝑇0 − 𝑇𝑤 ��1 + �𝑑𝑟𝑑𝑧�2 +
−𝜙 �
1 −𝑀2
𝑀�1 + 𝛾 − 12 𝑀2�𝑑𝑀𝑑𝑧 + 1𝑟 𝑑𝑟𝑑𝑧 − 1𝑇0 − 𝑇𝑤 𝑑𝑇𝑤𝑑𝑧 �
 (6.36) 
La temperatura adiabatica 𝑇𝑎𝑤 è definita: 
 
𝑇𝑎𝑤 = 𝑇𝑜 + 𝑟 𝑈22𝑐𝑝 (6.37) 
6.2.4 Coefficiente d’attrito 
Per ricavare il coefficiente d’attrito, Bartz assume che sia lo stesso del caso di lastra 
piana con stesse condizioni al bordo dello strato limite, cioè stesse 𝜌,𝑈, 𝜇,𝑇0,𝑀, e stessa 
temperatura alla parete 𝑇𝑤. Anche con questa cruda approssimazione non si riesce a 
ricavare un’espressione affidabile come nel caso adiabatico, indicato con 𝐶𝑓𝑎. Si esprime il 
𝐶𝑓 in funzione del 𝐶𝑓𝑎 in due casi. Nel primo, caso adiabatico, si considerano coincidenti: 
 𝐶𝑓 = 𝐶𝑓𝑎 (6.38) 
Il coefficiente 𝐶𝑓𝑎 è valutato con il metodo dovuto a Coles (17). Si definisce il numero 
di Reynolds relativo allo spessore di quantità di moto: 
 𝑅𝑒𝜃 = 𝜌𝑈𝜃𝜇  (6.39) 
Dove 𝜌,𝑈, 𝜇 sono valutate al bordo dello strato limite. Coles sviluppa una trasformazione 
che riduce le equazioni dello strato limite turbolento comprimibile bidimensionale nella 
forma incomprimibile e la applica al caso di lastra piana adiabatica con pareti lisce. Si 
indica il coefficiente d’attrito e il numero di Reynolds nel caso incomprimibile con𝐶𝑓′, 
𝑅𝑒𝜃′
′ . Dalla trasformazione Coles ottiene due relazioni, note come legge delle stazioni 





 𝐶𝑓′ = 𝜌𝜇𝑠𝜌𝑎𝑤𝜇𝑎𝑤 𝐶𝑓𝑎 (6.41) 
La densità 𝜌𝑎𝑤 e la viscosità dinamica 𝜇𝑎𝑤 sono valutate alla temperatura adiabatica di 
parete 𝑇𝑎𝑤. La viscosità dinamica 𝜇𝑠 è valuta alla temperatura, detta temperatura del 




𝑇𝑠 = 𝑇𝑎𝑤 �1 + 17.2 � 𝑇0𝑇𝑎𝑤 − 1��𝐶𝑓′2 �12 − 305 � 𝑇0𝑇𝑎𝑤 − 𝑇𝑇𝑎𝑤�𝐶𝑓′2 � (6.42) 
 𝜇𝑎𝑤 = 𝜇0 �𝑇𝑎𝑤𝑇0 �𝑚 , 𝜇𝑠 = 𝜇0 �𝑇𝑠𝑇0�𝑚 (6.43) 
L’espressione del coefficiente d’attrito incomprimibile 𝐶𝑓′ è ricavata analizzando lo 
strato limite turbolento con particolari variabili, le variabili interne (15). La velocità e la 
distanza dalla parete in variabili interne sono definite dalle: 
 𝑢+ = 𝑢�
𝑣∗
, 𝑦+ = 𝑦𝑣∗
𝜈
 (6.44) 
dove 𝑣∗ = �𝜏𝑤 𝜌⁄  è detta velocità d’attrito alla parete. Il vantaggio nell’uso delle 
variabili interne consiste nel descrivere i profili di velocità dello strato limite turbolento in 
una forma più semplice. Prandtl e Von Karman distinguono due zone nello strato limite, 
lo strato interno dominato dagli sforzi viscosi, e quello esterno dominato dagli sforzi 
turbolenti. Le due zone sono connesse da una terza zona in cui entrambi gli effetti sono 
importanti, detta overlap layer. 
Nello strato interno e nel overlap layer i profili sperimentali per diversi gradienti di 
pressione (Figura 6.5), collassano in un'unica curva che può essere descritta dalla 
cosiddetta legge logaritmica (Figura 6.6) o più precisamente dalla legge della parete. 
 
Figura 6.5 - Profili di velocità sperimentali di strati 
limite turbolenti con diversi gradienti di pressione. 
 
Figura 6.6 - Profili di velocità rappresentati con le 
variabili interne. 
Nello strato esterno, tale legge non è più valida. Lo stesso Coles (18) propone una 
legge valida anche nello strato esterno, la legge della scia: 
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 𝑢+ = 1
𝜅






𝜅 e B sono le costanti che appaiono anche nella legge logaritmica e hanno valore 0.4 e 5.5 
circa. La quantità Π è detta parametro di scia ed è legato direttamente al gradiente di 
pressione. 𝑤(𝑦 𝛿⁄ ) è detta funzione di scia e rappresenta lo scostamento dalla legge 
logaritmica nello strato esterno. Coles applica la (6.45) al bordo delle strato limite in 





′ = 1𝜅 𝑙𝑛 �𝛿′𝑣∗𝜈 � + 𝐵 + 2Π𝜅  (6.46) 
Risulta più conveniente un’espressione basata sullo spessore di quantità di moto, cioè 
𝐶𝑓
′ = 𝐶𝑓′�𝑅𝑒𝜃′′ �. Anche nel caso di lastra piana, questa espressione non ha una forma 
semplice e lo stesso Coles la presenta sotto forma di figura (Figura 6.7) e tabella (Tabella 
6.1). 
 
Figura 6.7 - Legge del coefficiente d’attrito per lo strato limite 




  0.00590 2.51 0.00524 3.10 0.00464 3.97 0.00426 4.88 0.00398 5.73 0.00363 7.41 0.00340 8.94 0.00308 12.75 0.00290 16.36 0.00269 23.2 0.00255 29.6 0.00246 35.9 0.00238 41.8 0.00227 53.6 0.00219 64.8 
 
Tabella 6.1 - Coefficiente d’attrito per lo 
strato limite turbolento incomprimibile 
(17). 
Bartz rappresenta la funzione 𝐶𝑓′ = 𝐶𝑓′�𝑅𝑒𝜃′′ � di Figura 6.7 con una funzioni a tratti 
(4 p. 74-76):  




0.562 𝐶𝑓′𝑅𝑒𝜃′′ ≤ 2.51
𝐶𝑓














′ �3.781 − 25.104�𝐶𝑓′ 2⁄ �⎦⎥⎥
⎤ + 7.68 
𝐶𝑓
′𝑅𝑒𝜃′
′ > 64.8 
Questa funzione, insieme alle (6.40)-(6.43), forma un sistema di cinque equazioni nelle 
cinque variabili incognite 𝐶𝑓𝑎,𝐶𝑓′ ,𝑅𝑒𝜃′′ ,𝜇𝑠,𝑇𝑠. Specificato 𝑅𝑒𝜃 e le proprietà del flusso al 
bordo dello strato limite si può calcolare il coefficiente d’attrito 𝐶𝑓 = 𝐶𝑓𝑎. 
Nel secondo caso, caso non adiabatico, si tiene conto dell’effetto del trasferimento di 
calore e della comprimibilità valutando le proprietà alla temperatura intermedia tra T e 




12 �𝑇𝑤𝑇 + 1��3−𝑚4  (6.48) 
Il 𝐶𝑓′ si calcola risolvendo il sistema formato dalle cinque equazioni (6.47) e (6.40)-(6.43). 
6.2.5 Numero di Stanton 
Il numero di Stanton è assunto uguale a quello di una lastra piana con stesse 
condizioni al bordo dello strato limite 𝜌,𝑈, 𝜇,𝑇0,𝑀, stessa temperatura alla parete 𝑇𝑤 e 
stessi spessori di quantità di moto 𝜃 ed energia 𝜙. 
La presenza di gradienti di pressione complica la forma dell’analogia di Reynolds. La 
più appropriata correzione basata sul numero di Prandtl è quella di Von Karman: 
 
𝐶ℎ = 𝐶𝑓21 − 5�𝐶𝑓2 �1 − 𝑃𝑟 + 𝑙𝑛 � 65𝑃𝑟 + 1��  (6.49) 
Questa relazione è stata stabilita basandosi su dati sperimentali e l’analisi di flussi in cui 
il rapporto tra gli spessori 𝜙 𝜃⁄   è circa unitario e costante. Nel flusso in un ugello questo 
rapporto può assumere valori significativamente diversi dall’unità, per cui Bartz modifica 

















L’esponente è ricavato intuitivamente dalla funzione profilo di velocità e temperatura 
nello strato limite. Più in generale si considera un esponente n. Inoltre, Bartz propone di 
considerare il numero di Reynolds calcolato rispetto a 𝜙 (indicato con 𝑅𝑒𝜙) per valutare 




𝐶ℎ = 𝐶𝑓�𝑅𝑒𝜙�2 �𝜙𝜃�𝑛1 − 5�𝐶𝑓�𝑅𝑒𝜙�2 �1 − 𝑃𝑟 + 𝑙𝑛 � 65𝑃𝑟 + 1�� (6.51) 
6.2.6 Spessore di spostamento, di quantità di moto, di energia 
Le espressioni per gli spessori di spostamento, quantità di moto ed energia possono 
essere ricavate scegliendo una funzione profilo di velocità e di temperatura. Bartz sceglie 











= 1 𝑦 > 𝛿 (6.52) 
E: 










= 1 𝑦 > Δ (6.53) 
Dove 𝑇�0 rappresenta la media temporale del valore fluttuante della temperatura di 
ristagno, 𝑇0 la temperatura di ristagno al bordo dello strato limite e 𝑇𝑊 la temperatura 
alla parete. Bisogna separare il caso in cui lo spessore dello strato limite di velocità sia 
inferiore da quello di temperatura, cioè 𝛿 ≤ ∆, da quello contrario, cioè 𝛿 > ∆. 
Caso 1, 𝜹 ≤ 𝜟 
Per prima cosa si desidera ricavare il rapporto 𝑇� 𝑇⁄  in modo da ottenere la legge di 
variazione della densità. Le (6.53) possono essere poste nella forma: 
 𝑇�0
𝑇0












= 1 𝑦 > Δ (6.54) 
Il rapporto tra le temperature mediate di ristagno e statica nello strato limite può essere 
scritto nella forma: 
 𝑇�0
𝑇�
= 1 + 𝛾 − 12 �𝑢�𝑎��2 = 1 + 𝛾 − 12 �𝑢�𝑈 𝑈𝑎𝑒 𝑎𝑒𝑎� �2 (6.55) 
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Dove 𝑢� ,𝑎� rappresentano la velocità mediata e la velocità del suono mediata nello strato 
limite e 𝑎𝑒 la velocità del suono al bordo dello strato limite. Il secondo rapporto nella 





= 1 + 𝛾 − 12 �𝑢�𝑈𝑀�𝑇𝑇��2 (6.56) 








𝛾 − 12 𝑀2 �𝑢�𝑈�2 (6.57) 



















𝛾 − 12 𝑀2 � 𝑇𝑇𝑤� �𝑢�𝑈�2� 𝑦 ≤ Δ
𝑇�
𝑇
= 1 𝑦 > Δ (6.58) 
Si definiscono la coordinata adimensionale s e il rapporto tra gli spessori degli strati 











E i parametri: 
 𝑎 = 𝑇𝑤
𝑇
, 𝑏 = 𝑇0
𝑇𝑤
− 1 , 𝑐 = �𝛾 − 12 𝑀2�� 𝑇𝑇𝑤� (6.60) 
Si sostituiscono le (6.52), (6.59), (6.60) nelle (6.58) ottenendo: 
 𝑇�
𝑇
= 𝑎 �1 + 𝑏
𝜁
𝑠 − 𝑐𝑠2� 𝑦 ≤ 𝛿
𝑇�
𝑇
= 𝑎 �1 + 𝑏
𝜁
𝑠 − 𝑐� 𝛿 < 𝑦 ≤ ∆
𝑇�
𝑇
= 1 𝑦 > ∆
 (6.61) 
Attraverso lo strato limite il gradiente di pressione è trascurabile, per cui il rapporto 
tra le densità può essere scritto nella forma ?̅? 𝜌⁄ = 𝑇 𝑇�⁄ . Lo spessore di quantità di moto 
𝜃 può ricavarsi in funzione di 𝛿 sostituendo le (6.52), (6.61) nella definizione (6.5) e 




𝜃 = � 𝑠(1 − 𝑠)




Si effettua un cambiamento di variabili secondo la prima delle (6.59) nella forma 






Dove 𝐼1 è definito dalla: 
 




Con un procedimento analogo si ottiene lo spessore di spostamento 𝛿∗ in funzione di 
𝛿. Nella definizione (6.3) si sostituiscono le (6.52), (6.61) e si effettua il cambiamento di 
variabili. Si ottiene: 
 𝛿∗
𝛿
= 𝜁7 − 7
𝑎
(𝐼2 + 𝐼3) (6.65) 
Dove: 
 
𝐼2 = � 𝑠71 + 𝑏𝜁 𝑠 − 𝑐𝑠2 𝑑𝑠
1
0




Lo spessore di energia è ottenuto sostituendo nella definizione (6.8) le (6.52), (6.61) e 





(𝜁𝐼9 + 𝐼10) (6.67) 
Dove: 
 




















= 𝜁7(𝜁𝐼9 + 𝐼10)
𝐼1
 (6.70) 
Quest’ultima può essere invertita per calcolare 𝜁 una volta noti 𝜃,𝜙: 
 
𝜁 = � 𝜙𝐼1




Caso 2, 𝜹 > 𝜟 
Seguendo la solita procedura del caso 1 si ottiene: 
 𝑇�
𝑇
= 𝑎 �1 + 𝑏
𝜁
𝑠 − 𝑐𝑠2� 𝑦 ≤ Δ
𝑇�
𝑇
= 𝑎(1 + 𝑏 − 𝑐𝑠2) Δ < 𝑦 ≤ 𝛿
𝑇�
𝑇
= 1 𝑦 > 𝛿
 (6.72) 
Lo spessore di quantità di moto 𝜃 può ricavarsi in funzione di 𝛿 sostituendo le (6.52), 





(𝐼4 + 𝐼5) (6.73) 
Dove: 
 
𝐼4 = � 𝑠7(1 − 𝑠)1 + 𝑏𝜁 𝑠 − 𝑐𝑠2 𝑑𝑠
𝜁
0
, 𝐼5 = � 𝑠7(1 − 𝑠)1 + 𝑏 − 𝑐𝑠2 𝑑𝑠1
𝜁
 (6.74) 
Lo spessore di spostamento ha la forma: 
 𝛿∗
𝛿
= 1 − 7
𝑎
(𝐼6 + 𝐼7) (6.75) 
Dove: 
 
𝐼6 = � 𝑠71 + 𝑏𝜁 𝑠 − 𝑐𝑠2 𝑑𝑠
𝜁
0
, 𝐼7 = � 𝑠71 + 𝑏 − 𝑐𝑠2 𝑑𝑠1
𝜁
 (6.76) 










𝐼8 = � 𝑤7(1 −𝑤)1 + 𝑏𝑤 − 𝑐𝜁2𝑤2 𝑑𝑤1
0
 (6.78) 




= 𝑎7 − 𝐼6 − 𝐼7




𝐼4 + 𝐼5 (6.80) 
Il rapporto 𝜁 risulta: 
 






6.3 Il programma bartz 
Il programma bartz, sviluppato in ambiente Matlab®, risolve numericamente le 
equazioni differenziali (6.25), (6.36) e può utilizzare il sistema di misura imperiale (come 
nelle pubblicazioni di Bartz (4) ed Elliott (16)) o il sistema internazionale (in francese 
Système international d'unités abbreviato in SI). I dati in ingresso comprendono la 
geometria dell’ugello, la temperatura alla parete, le proprietà del flusso al bordo dello 
strato limite, i valori iniziali degli strati limite, le caratteristiche del fluido. 
I dati al bordo dello strato limite, se non noti, possono essere ottenuti con la funzione 
bartz_mach basata sulla gasdinamica monodimensionale. I principali risultati ottenuti 
sono la distribuzione del flusso di calore e del coefficiente d’attrito alla parete. 
 
Figura 6.8 - Diagramma degli ingressi e uscite del programma bartz. 
L’ingresso S_in è una matrice 𝑠 × 5. Ogni riga s rappresenta un punto lungo l’ugello, 
detto stazione. Le colonne rappresentano: coordinate assiale e radiale in inch o mm, 
temperatura alla parete in °R o K, numero di Mach e temperatura statica in °R o K al 
bordo dello strato limite. Il raggio di gola corrisponde a 𝑦𝑡 ed è in inch o mm. I valori 
iniziali dello strato limite sono assegnati con la matrice colonna di due righe BL_in che 
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rappresentano lo spessore di quantità di moto 𝜃0 in inch o mm e il rapporto 𝜁0. La 
variabile h è il passo dell’integrazione ed è in inch o mm. 
L’ingresso Cf_set può assumere due valori. Se 𝐶𝑓_𝑠𝑒𝑡 = 1 il coefficiente d’attrito è 
calcolato nel caso adiabatico (6.38), se 𝐶𝑓_𝑠𝑒𝑡 = 2 nel caso non adiabatico (6.48). Anche 
units può assumere due valori. Se 𝑢𝑛𝑖𝑡𝑠 = 1 la funzione utilizza il sistema imperiale, se 
𝑢𝑛𝑖𝑡𝑠 = 2 il sistema internazionale.  
Il flusso che espande nell’ugello è considerato congelato, per cui le sue caratteristiche 
coincidono con quelle in uscita dalla camera di combustione. Le caratteristiche del fluido 
necessarie sono raccolte in una matrice riga di 11 colonne, indicata con fluid, e descritta 
nella Tabella 6.2. Gli ingressi rimanenti, tol e maxiter, rappresentano la tolleranza e il 
massimo numero di iterazioni consentite nella rifinitura del rapporto 𝜁. 
Le uscite della funzione bartz sono la matrice 𝑛 × 15 indicata con points e time, il 
tempo impiegato dalla funzione per i calcoli. Ogni riga 𝑛 rappresenta un punto. Il 
significato delle colonne è illustrato nella Tabella 6.3. 
  Simbolo Unità di misura 
Colonna Caratteristica comune programma imperiali SI 




𝛾 gamma - - 































𝜇0 mu0 𝑙𝑏𝑓 𝑠 𝑓𝑡2⁄  𝑁𝑠 𝑚2⁄  
10 Esponente della legge della 
 
𝑚 m - - 
11 Fattore di recupero 𝑟 rf - - 
 










  Simbolo Unità di misura 
Colonna Caratteristica comune imperiali SI 
     
1 Coordinata assiale 𝑧 𝑖𝑛𝑐ℎ 𝑚𝑚 
2 Coordinata radiale 𝑟 𝑖𝑛𝑐ℎ 𝑚𝑚 
3 
Spessore dello strato 
limite di velocità 
𝛿 𝑖𝑛𝑐ℎ 𝑚𝑚 
4 
Spessore dello strato 
limite di temperatura 




𝛿∗ 𝑖𝑛𝑐ℎ 𝑚𝑚 
6 
Spessore di quantità 
di moto 
𝜃 𝑖𝑛𝑐ℎ 𝑚𝑚 




ℎ 𝐵𝑡𝑢 (𝑖𝑛2 𝑠 °𝑅)⁄  𝑊 (𝑚2 𝐾)⁄  
9 
Flusso di calore 
scambiato alla parete 
?̇?𝑤 𝐵𝑡𝑢 (𝑖𝑛2 𝑠)⁄  𝑊 𝑚2⁄  
10 
Calore scambiato alla 
parete fino al punto 𝑛 




𝐶𝑓 2⁄  - - 
12 
Temperatura al bordo 
dello strato limite 
𝑇 °𝑅 𝐾 
13 
Temperatura 
adiabatica di parete 
𝑇𝑎𝑤 °𝑅 𝐾 
14 Numero di Mach 𝑀 - - 
15 
Rapporto tra gli 
spessori 
𝜁 - - 
 




Figura 6.9 - Diagramma di flusso del programma bartz. 
Il diagramma di flusso del programma bartz è illustrato in Figura 6.9. Il programma 
inizia con il ricavare lo spessore di energia 𝜙 nel punto iniziale utilizzando gli ingressi 
𝜃, 𝜁. Nel caso in cui 𝜁 = (Δ 𝛿⁄ )1 7⁄ ≥ 1 si ricava 𝛿 dalla (6.63) e si sostituisce nella (6.67) 
ottenendo: 
 𝜙 = 𝜁7(𝜁𝐼9 + 𝐼10) 𝑠𝑒 𝛿 ≤ Δ (6.82) 
Nel caso in cui 𝜁𝑛 = (Δ 𝛿⁄ )1 7⁄ < 1 si ricava 𝛿 dalla (6.73) e si sostituisce nella (6.77) 
ottenendo: 
 𝜙 = 𝜁8𝜃 𝐼8
𝐼4 + 𝐼5 𝑠𝑒 𝛿 < Δ (6.83) 
Dai dati contenuti nell’ingresso 𝑆_𝑖𝑛 si costruiscono dei polinomi che interpolano le 
grandezze 𝑀, 𝑟,𝑇,𝑇𝑤 (indicati con Mfun, rfun, Tfun, Twfun) e si ricavano i polinomi 
𝑑𝑀 𝑑𝑧⁄ ,𝑑𝑟 𝑑𝑧⁄ ,𝑑𝑇𝑤 𝑑𝑧⁄  (dMfun, drfun, dTwfun). Questo perché si è interessati a 
risolvere le equazioni differenziali del problema lungo l’ugello in un certo numero di punti 
in generale non coincidenti con le stazioni. Le varie grandezze in questi punti si ricavano 
per interpolazione dei dati delle stazioni. Si sceglie come metodo di interpolazione la 
spline cubica attraverso la funzione Matlab® spline. Bartz compie un’operazione di fitting 
con una serie di parabole tra i punti noti (16 p. 19). Inoltre, si ricava il polinomio 
Cffun_simple che interpola i dati della (Tabella 6.4). 
Nel blocco successivo si integrano le equazioni differenziali (6.25) e (6.36) utilizzando 




La funzione bartz_mach calcola il numero di Mach e la temperatura statica al bordo 
dello strato limite considerando il flusso nell’ugello stazionario, isoentropico e 
monodimensionale. 
La geometria dell’ugello è assegnata con la matrice 𝑠 × 3 nominata S. Ogni riga s 
rappresenta una stazione e le colonne le coordinate assiale e radiale in inch o mm, la 
temperatura alla parete in °R o K. S_throat è una matrice riga di tre colonne il cui 
significato è lo stesso di S, ma riferito alla stazione di gola. L’ultimo ingresso necessario è 
la matrice fluid che rappresenta le caratteristiche del fluido (bartz_mach utilizza solo 𝛾 e 
𝑇0). Le proprietà calcolate dalla funzione sono aggiunte alla matrice S che così ha due 
colonne in più (Mach e temperatura statica in °R o K al bordo dello strato limite).  
 
Figura 6.10 - Diagramma degli ingressi e uscite della funzione bartz_mach. 







𝛾 + 1 �1 + 𝛾 − 12 𝑀2�� 𝛾+12(𝛾−1) (6.84) 
Si tratta di una funzione che non può essere esplicitata rispetto a M. Per risolverla si 
utilizza la funzione Matlab® fsolve basata sul metodo di Newton-Raphson. Anche Bartz 
utilizza questo metodo (16 p. 37). Le soluzioni possibili sono due (Mach subsonico o 
supersonico) e fsolve identifica una o l’altra a seconda del punto iniziale scelto come 
primo tentativo. Un possibile metodo per superare questa difficoltà consiste nel dividere il 







𝛾 + 1 �1 + 𝛾 − 12 𝑀2�� 𝛾+12(𝛾−1) − �𝑟𝑟𝑡�2
𝑓(2) = 𝑀 − 𝑠𝑖𝑛𝛽  (6.85) 
Dove la seconda funzione non ha alcun significato fisico ma è solo un artificio per imporre 






𝛾 + 1 �1 + 𝛾 − 12 𝑀2�� 𝛾+12(𝛾−1) − �𝑟𝑟𝑡�2
𝑓(2) = 𝑀 − (1 + 𝑒𝑠)  (6.86) 
Dove la seconda funzione assicura che 𝑀 > 1. 
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Si considera la temperatura di combustione pari alla temperatura totale, per cui la 
temperatura statica si ottiene dalla: 
 
𝑇 = 𝑇𝑐 �1 + 𝛾 − 12 𝑀2�−1 (6.87) 
6.3.2 RK4_bartz 
La funzione RK4_bartz è il nucleo del programma in quanto integra le equazioni 
differenziali (6.25) e (6.36). Il metodo numerico utilizzato è quello di Runge-Kutta del 
quarto ordine. 
 
Figura 6.11 - Diagramma degli ingressi e uscite della funzione RK4_bartz. 
Gli ingressi 𝜃1,𝜙1, 𝜁1 rappresentano i valori iniziali dello spessore di quantità di moto 
in inch o mm, lo spessore di energia in inch o mm e il rapporto 𝜁 (Figura 6.11). Zspan e 
h rappresentano l’intervallo e il passo dell’integrazione in inch o mm. Il significato degli 
altri ingressi coincide con quello assunto nella funzione bartz, così come l’uscita del 
programma points. 
Il diagramma di flusso di RK4_bartz è illustrato in Figura 6.12. Una volta assegnate 
le proprietà nel punto iniziale (𝑛 = 1), si considera il punto successivo (𝑛 = 2). L’indice j 
indica l’iterazione relativa al rapporto 𝜁. Il primo valore che si assegna (𝑗 = 1) è pari a 
quello del punto precedente, cioè 𝜁2(1) = 𝜁1. Nella prima iterazione il blocco di controllo 
è falso, il successivo è vero. 
Si calcolano 𝜃,𝜙 nel punto n utilizzando le (6.25) e (6.36). Queste hanno coefficienti 
che dipendono da 𝑧,𝜃,𝜙, 𝜁 oltre che dalle caratteristiche del fluido. Per evidenziare 
questo, possono essere riscritte nella forma: 
 ?̇? + 𝜃 ∙ 𝑎(𝑧,𝜃, 𝜁) + 𝑏(𝑧,𝜃) = 0
?̇? + 𝜙 ∙ 𝑐(𝑧,𝜙) + 𝑑(𝑧,𝜃, 𝜁) = 0 (6.88) 
Dove il punto indica la derivata rispetto a z. L’integrazione è effettuata con il metodo 
di Runge-Kutta del 4° ordine a passo fisso ℎ (§ A.1.3). Bartz utilizza il metodo 




Figura 6.12 - Diagramma di flusso del programma RK4_bartz. 
Nel metodo di Runge-Kutta si valuta la funzione f, che rappresenta le equazioni 




� = 𝑓 �𝑧, �𝜃𝜙�� , �𝜃(𝑧𝑛)𝜙(𝑧𝑛)� = �𝜃𝑛𝜙𝑛� (6.89) 
Nel caso del 4° ordine l’algoritmo ha la forma: 
 𝑚1 = 𝑓 �𝑧𝑛, �𝜃𝑛𝜙𝑛��
𝑚2 = 𝑓 �𝑧𝑛 + 12ℎ, �𝜃𝑛𝜙𝑛� + 12ℎ𝑚1�
𝑚3 = 𝑓 �𝑧𝑛 + 12ℎ, �𝜃𝑛𝜙𝑛� + 12ℎ𝑚2�
𝑚4 = 𝑓 �𝑧𝑛 + ℎ, �𝜃𝑛𝜙𝑛� + ℎ𝑚3�
 (6.90) 




� = �𝜃𝑛𝜙𝑛� + 16ℎ(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) (6.91) 
La funzione f nel programma è implementata con la funzione Matlab® bartz_fun. 
Si incrementa l’indice j e si calcola il valore di 𝜁𝑛(𝑗) utilizzando le (6.71) o (6.81) con i 
dati appena calcolati. La (6.71) è un equazione dell’ottavo grado in 𝜁. Per renderla 
semplicemente risolvibile, un possibile metodo approssimato è quello di considerare il 
valore dell’incognita 𝜁𝑛(𝑗) nel termine a destra dell’uguale pari a quello assunto nel 
punto precedente, cioè 𝜁𝑛−1. La forma dell’equazione da risolvere diventa: 
 
𝜁𝑛(𝑗) = � 𝜙𝐼1




Il successivo blocco di controllo è falso se j è minore del numero massimo di iterazioni 
consentite (maxiter). Si calcola l’errore su 𝜁 confrontando il valore 𝜁𝑛(𝑗) con quello 
dell’iterazione precedente  𝜁𝑛(𝑗 − 1). Se la differenza è inferiore al valore tol il blocco di 
controllo è falso e l’integrazione procede con il punto successivo 𝑛 + 1. In caso contrario, 
si esegue un'altra iterazione dell’indice j. Se si raggiunge il massimo numero di iterazioni 
il relativo blocco di controllo diventa vero. I dati calcolati null’ultima iterazione 
𝑗 = 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑡𝑒𝑟 sono scelti come quelli definitivi per il punto n e si procede con il punto 
successivo. 
I calcoli procedono fino a che non svolti in tutti i punti dell’intervallo, cioè quando il 
primo blocco di controllo non risulti vero. 
6.3.3 Bartz_fun 
La funzione bartz_fun rappresenta la funzione f (6.89) basata sulle (6.25) e (6.36). Gli 
ingressi (vedi Figura 6.13) sono le coordinate assiale, radiale in inch o mm, il valore del 
coefficiente d’attrito nel caso incomprimibile utilizzato come primo tentativo nei calcoli e 
indicato con Cf_in e altre variabili già introdotte. Bartz_fun calcola le derivate di 𝜃, 𝜙 e 
le raggruppa nella matrice colonna dy di due righe. Le altre uscite sono la matrice I che 
raggruppa le costanti I, la matrice points già introdotta e Cf_low che rappresenta il 
coefficiente d’attrito 𝐶𝑓′ definitivo nel caso incomprimibile. 
 




Figura 6.14 - Diagramma di flusso del programma bartz_fun. 
Il diagramma di flusso di bartz_fun è illustrato in Figura 6.14. Assegnati gli ingressi, 
si ricavano i valori di 𝑀,𝑑𝑀 𝑑𝑧⁄ , 𝑟,𝑑𝑟 𝑑𝑧⁄ ,𝑇,𝑇𝑎𝑤 ,𝑑𝑇𝑎𝑤 𝑑𝑧⁄  inserendo z nei rispettivi 
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polinomi interpolanti. Successivamente si calcola la densità dinamica 𝜇 riferita alla 
temperatura T seconda la legge (6.43), la densità statica 𝜌: 
 
𝑇 = 𝜇0 �𝑇𝑇0�𝑚 , 𝜌 = 𝜌0 �1 + 𝛾 − 12 𝑀2�− 1𝛾−1 (6.93) 
La velocità U è calcolata dalla definizione di numero di Mach, il numero di Reynolds 𝑅𝑒𝜃 
con la (6.39), 𝑅𝑒𝜙 sostituendo 𝜃 con 𝜙, la temperatura adiabatica di parete con la 
(6.37). 
Nel blocco successivo si utilizza la funzione asf_coeff_simple per calcolare i coefficienti 
d’attrito nel caso incomprimibile 𝐶𝑓′ e adiabatico 𝐶𝑓𝑎 riferiti ai numeri di Reynolds 𝑅𝑒𝜃 e 
𝑅𝑒𝜙. I due blocchi di controllo distinguono il caso adiabatico da quello non adiabatico. 
Nel primo caso (ramo di sinistra) si utilizza la (6.38) per ottenere 𝐶𝑓, nel secondo (ramo 
di destra) la (6.48). 
Il numero di Stanton 𝐶ℎ è calcolato con la (6.51), le dieci costanti I e la costante a 
sono ricavate con la funzione I_constants. Se il blocco di controllo seguente è vero (ramo 
di sinistra) si tratta del caso 𝛿 ≤ ∆. Il rapporto di forma 𝛿∗ 𝜃⁄  e lo spessore dello strato 
limite 𝛿 sono calcolati con le (6.69) e (6.63). Se, invece, è falso (ramo di destra) si tratta 
del caso 𝛿 > ∆ e 𝛿∗ 𝜃⁄ , 𝛿 sono calcolati con le (6.79) e (6.73). 
Nel blocchi successivi si calcolano le derivate 𝑑𝜃 𝑑𝑧⁄ ,𝑑𝜙 𝑑𝑧⁄  in 𝑧 utilizzando le (6.25) 
e (6.36) e si riempiono le colonne della matrice points. Nelle prime tre si inseriscono dati 
già calcolati (𝑧, 𝑟, 𝛿), la quarta e la quinta sono ottenute dalla (6.59) e dalla definizione di 
rapporto di forma dello strato limite, nella forma: 
 ∆= 𝛿𝜁7 , 𝛿∗ = 𝛿∗
𝜃
𝜃 (6.94) 
Le successive due colonne sono lasciate vuote, nell’ottava colonna si inserisce il 
coefficiente di convezione ricavato con due possibili espressioni. La prima è riferita alle 
unità del sistema imperiale (𝐵𝑡𝑢 (𝑖𝑛2 ∙ 𝑠 ∙ °𝑅)⁄ ), la seconda a quello internazionale 
(𝑊 (𝑚2 ∙ 𝐾)⁄ ): 
 ℎ = 12𝑐𝑝𝜌𝑈𝐶ℎ , ℎ =𝑐𝑝𝜌𝑈𝐶ℎ (6.95) 
Nella nona colonna si inserisce il flusso di calore alla parete espresso dalla: 
 ?̇?𝑤 = ℎ(𝑇𝑎𝑤 − 𝑇𝑤) (6.96) 
Nelle rimanenti colonne si inseriscono dati già calcolati. 
6.3.4 I_constants 
La funzione I_constants calcola le costanti 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3, 𝐼4, 𝐼5, 𝐼6, 𝐼7, 𝐼8, 𝐼9, 𝐼10 relative ad 
un certo punto. L’ingresso S rappresenta una matrice riga di 5 colonne, di cui solo le 
ultime tre sono utilizzate e rappresentano la temperatura alla parete in °R o K, il numero 
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di Mach e la temperatura statica in °R o K al bordo dello strato limite. Gli altri ingressi 
sono variabili già introdotte. 
Le uscite sono una matrice riga di 10 colonne indicata con I che raccoglie le costanti I 
e la costante 𝑎. 
 
Figura 6.15 - Diagramma degli ingressi e uscite della funzione I_constants. 
Sono calcolate le costanti a, b, c utilizzando le (6.60). Le costanti I sono ottenute dalle 
(6.64), (6.66), (6.74), (6.76), (6.78), (6.68) con un integrazione numerica. Bartz utilizza 
l’integrazione gaussiana (16 p. 39). Si utilizza la funzione Matlab® quad, basata sulla 
quadratura di Simpson, che richiama la funzione I_fun. Questa contiene tutte le funzioni 
integrande necessarie al calcolo. Si osserva che in I_constants appaiono solo numeri 
adimensionali o rapporti tra temperature per cui non importa quali unità di misura si 
usino. 
6.3.5 Asf_coeff_simple 
La funzione asf_coeff_simple calcola il coefficiente d’attrito adiabatico 𝐶𝑓𝑎 e quello 
incomprimibile 𝐶𝑓′ utilizzando il metodo di Coles con alcune semplificazioni che rendono il 
programma adatto a numero elevato di valutazioni.  
 
Figura 6.16 - Diagramma degli ingressi e uscite della funzione asf_coefficient. 
Gli ingressi Re, Taw, T, rho rappresentano: numero di Reynolds, temperatura 
adiabatica di parete, temperatura statica e densità al bordo dello strato limite. I 
rimanenti ingressi sono già stati introdotti. Le uscite sono il coefficiente d’attrito 
adiabatico e quello incomprimibile. 
Nell’approccio illustrato da Bartz è necessario risolvere un sistema composto dalle 
cinque equazioni (6.40)-(6.43) e la (6.47). Utilizzare un metodo di Newton-Raphson 
risulta essere troppo costoso da un punto di vista computazionale. Un possibile approccio 
consiste nell’effettuare due semplificazioni: una riguardante la temperatura del sottostrato 






Figura 6.17 - Diagramma di flusso del programma asf_coeff_simple. 
Il diagramma di flusso di asf_coeff_simple è illustrato in Figura 6.17. Assegnati gli 
ingressi, nel blocco di sinistra si calcola la viscosità dinamica riferita alla temperatura T 
al bordo dello strato limite, e il Mach, la densità, la viscosità dinamica riferite alla 
temperatura adiabatica di parete 𝑇𝑎𝑤. Nel blocco di destra si calcola la temperatura del 
sottostrato eseguendo la prima semplificazione. Nella (6.42) si considera il 𝐶𝑓′ riferito al 
punto precedente, cioè l’ingresso Cf_in: 
 







Cf_in2 �  (6.97) 
Viene calcolata anche la viscosità dinamica riferita a questa temperatura e si prosegue 
con il calcolo del numero di Reynolds nel caso incomprimibile. Dalla (6.41) si ricava 𝐶𝑓𝑎 e 





Nel blocco successivo si esegue la seconda semplificazione. La funzione 𝐶𝑓′𝑅𝑒𝜃′
′ − 𝐶𝑓
′ 
rappresentata in Figura 6.7 è descritta da Bartz con la forma a tratti (6.47). Si sostituisce 
con un solo polinomio (indicato con Cffun_simple) che interpola linearmente i dati della 
Tabella 6.4 e altri dati compatibili con le equazioni definite da Bartz per i tratti esterni 
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dell’intervallo (vedi Tabella 6.4). Calcolato il coefficiente d’attrito incomprimibile 
(indicato con Cf_low) si ricava anche quello nel caso adiabatico (Cfa). 
𝐶𝑓
′ 𝑅𝑒𝜃′
′   𝐶𝑓′ 𝑅𝑒𝜃′
′  
     0.00990 101,1  0,00246 14593,5 0.00788 190,4  0,00238 17563 0.00670 298,4  0,00227 23612,3 0.00590 425,4  0,00219 29589 0.00524 591,6  0,0021 39656,4 0.00464 855,6  0,002 54553,1 0.00426 1145,5  0,0019 76904,6 0.00398 1439,7  0,0018 111471,5 0.00363 2041,3  0,0017 166802,6 0.00340 2629,4  0,0016 258936,9 0.00308 4139,6  0,0015 419516,8 0.00290 5641,4  0,0014 714698,8 0.00269 8624,5  0,0013 1292493,8 0.00255 11607,8  0,0012 2511625,2 
 







   Capitolo 7
Verifica e applicazione dei programmi 
7.1 Introduzione 
I programmi sviluppati raoscontour, bartz sono verificati applicandoli agli stessi 
esempi riportati nelle pubblicazioni di Rao, Bartz e confrontando i risultati. 
Nell’ultimo paragrafo si esegue la progettazione di un motore a razzo con spinta di 1 
kN in condizioni di pressione ambiente nulla. La combinazione di propellenti scelta fa 
parte dei cosiddetti propellenti verdi, propellenti caratterizzati da una bassa tossicità. 
Essi sono un’alternativa alla combinazione monometilidrazina/tetrossido di diazoto 
(abbreviata in MMH/MON) comunemente utilizzata nei motori per la propulsione nello 
spazio. 
7.2 Verifica di raoscontour 
Rao riporta due esempi e considera in ognuno un ugello in cui è espanso un gas in 
uscita dalla camera di combustione con le stesse proprietà (è riportato solo il valore del 
rapporto tra i calori specifici, 𝛾 = 1.23). La geometria in prossimità della gola è identica 
e descritta da due raggi di curvatura, uno a monte della gola 𝜌𝑡𝑢 = 1.5𝑦𝑡 e uno a valle 
𝜌𝑡𝑑 = 0.45𝑦𝑡. Anche la pressione ambiente è la stessa, 𝑝𝑎 = 0 𝑀𝑃𝑎. I due ugelli 
differiscono per via del numero di Mach nel punto E: 𝑀𝐸 = 3.5 per l’ugello A e 
𝑀𝐸 = 2.6 per l’ugello B. 
La funzione ivlinezucrow (§ 3.5.1) è utilizzata per ricavare la linea dei valori iniziali. 
Oltre agli ingressi 𝜌𝑡𝑢,𝛾 è necessario fornire la temperatura di combustione, la costante 
del gas e il numero di punti da considerare sulla linea dei valori iniziali per il metodo 
delle caratteristiche. Si utilizzano i punti delle linea (raccolti in IVLpoints) per calcolare il 
contorno dell’ugello con raoscontour (§ 5.3). È necessario assegnare anche 𝜌𝑡𝑑, 𝑝𝑎 = 0, 
𝑀𝐸 e la distanza angolare tra i punti considerati lungo il tratto iniziale del divergente 
(indicata con delta_beta). La pressione di scarico non è necessaria quando la pressione 




Figura 7.1 - Contorno dell'ugello A. 
I risultati riportati da Rao sono le coordinate, il numero di Mach e la pendenza in 
alcuni punti del contorno dell’ugello. Inoltre, riporta la sua lunghezza (𝐿/𝑦𝑡), l’area di 
uscita (𝐴𝑒/𝐴𝑡), il coefficiente di spinta 𝐶𝑇, il rapporto tra la spinta e quella ottenuta con 
un modello monodimensionale con stesso rapporto delle aree (𝑇/𝑇1𝐷). Nella Tabella 7.1 
sono confrontati i risultati di Rao con quelli ottenuti con il programma per entrambi gli 
ugelli. 
  Ugello A  Ugello B 
  Rao programma errore  Rao programma errore 
         
𝐿/𝑦𝑡  8.19 8.26 0.84 %  2.94 2.96 0.57 % 
𝐴𝑒/𝐴𝑡  19.36 19.54 0.95 %  4.973 4.92 0.99 % 
𝐶𝑇  1.7676 1,7495 1.02 %  1.5829 1.5407 2.66 % 
𝑇/𝑇1𝐷  98.58 97.50 1.09 %  96.93 94.43 2.58 % 
 
Tabella 7.1 - Confronto tra  i risultati di Rao e quelli del programma relativi ad alcune prestazioni. Si sono 
utilizzati 𝑛 = 10, 𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎_𝑏𝑒𝑡𝑎 = 1 𝑑𝑒𝑔 nel primo caso, 𝑛 = 20,𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎_𝑏𝑒𝑡𝑎 = 0.9 𝑑𝑒𝑔 nel secondo. 
7.3 Verifica di bartz 
Il programma bartz è verificato applicandolo allo stesso esempio presentato da Elliott 
e Bartz (16). Si tratta di un ugello la cui geometria è assegnata per punti. Il numero di 
Mach al bordo dello strato limite è calcolato con la gasdinamica monodimensionale. Le 
caratteristiche dello strato limite sono calcolate con il metodo di Bartz. 
In Figura 7.2 è rappresentato l’ugello e nella Tabella 7.2 sono riportate le coordinate e  
la temperatura alla parete in una serie di punti che rappresentano il contorno. Nella 




Figura 7.2 - Contorno dell'ugello utilizzato nell'esempio di Bartz.Tutte le dimensioni in pollici. 
𝑧 𝑟 𝑇𝑤  𝑧 𝑟 𝑇𝑤 
       
0 2,5 1125  3,2 0,945 1125 
0,2 2,486 1125  3,4 0,904 1125 
0,4 2,443 1125  3,6 0,886 1125 
0,6 2,367 1125  3,66 0,885 1125 
0,8 2,266 1125  3,7 0,886 1125 
1 2,15 1125  3,8 0,891 1125 
1,2 2,035 1125  4 0,917 1125 
1,4 1,919 1125  4,2 0,965 1125 
1,6 1,803 1125  4,5 1,045 1125 
1,8 1,688 1125  5 1,18 1125 
2 1,572 1125  5,5 1,314 1125 
2,2 1,456 1125  6 1,448 1125 
2,4 1,341 1125  6,5 1,582 1125 
2,6 1,225 1125  7 1,716 1125 
2,8 1,104 1125  7,5 1,85 1125 
3 1,01 1125     
 
Tabella 7.2 - Punti che rappresentano il contorno. 
 
Caratteristica Simbolo  Valore Unità di misura 
    
Rapporto dei calori specifici 𝛾 1.2 - 
Calore specifico a pressione costante 𝑐𝑝 0.567 𝐵𝑡𝑢 (𝑙𝑏𝑚 ∙ °𝑅)⁄  
Temperatura di ristagno 𝑇0 4500 °𝑅 
Pressione di ristagno 𝑝0 300 𝑝𝑠𝑖𝑎 
Numero di Prandtl 𝑃𝑟 0.83 - 
Viscosità dinamica di ristagno 𝜇0 1.3 ∙ 10−6 𝑙𝑏𝑓 ∙ 𝑠 𝑓𝑡2⁄  
Esponente della legge della viscosità 𝑚 0.65 - 
Fattore di recupero 𝑟 0.89 - 
 
Tabella 7.3 - Caratteristiche del fluido. 
Si assegnano i punti del contorno alla funzione bartz_mach per calcolare il numero di 
Mach e la temperatura statica al bordo dello strato limite. I punti sono raccolti nella 
matrice S_in. Il raggio di gola è 𝑦𝑡 = 0.8850 𝑖𝑛𝑐ℎ. Le caratteristiche iniziali dello strato 
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limite assegnate sono lo spessore di quantità di moto (𝜃 = 0.022 𝑖𝑛𝑐ℎ) e il rapporto 𝜁 
(𝜁 = 1.01). Gli altri ingressi necessari al programma bartz sono: passo d’integrazione 
(ℎ = 0.01 𝑖𝑛𝑐ℎ), criterio con cui si valuta il 𝐶𝑓 (𝐶𝑓_𝑠𝑒𝑡 = 2 cioè caso non adiabatico), 
unità di misura (𝑢𝑛𝑖𝑡𝑠 = 1 cioè sistema imperiale), caratteristiche del fluido (matrice 
fluid), tolleranza e numero massimo di iterazioni utilizzati nella rifinitura del rapporto 𝜁 
(𝑡𝑜𝑙 = 0.01 e 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑡𝑒𝑟 = 10). 
I risultati sono presentati nelle figure successive. Nella Tabella 7.5 si confrontano i 
dati con quelli ottenuti da Elliott e Bartz in due casi che differiscono per le proprietà 
iniziali dello strato limite (Tabella 7.4). 
Caso 𝛿 ∆ 𝜃 𝜙 𝜁 
1 0.188 0.201 0.022 0.024 1.01 
2 0 0 0 0 1 
 
Tabella 7.4 - Proprietà iniziali dello strato limite. 
 





 Risultati Errore relativo in % 
𝑧 𝜃 𝜙 ℎ 𝐶𝑓 2⁄  𝜃 𝜙 ℎ 𝐶𝑓 2⁄  
         
0 2,20E-02 2,37E-02 - - 0,00% 0,18% - - 
0,2 2,21E-02 2,41E-02 3,83E-04 2,58E-03 0,09% 0,07% 0,78% 0,55% 
0,4 2,13E-02 2,42E-02 3,94E-04 2,58E-03 0,42% 0,11% 0,72% 0,19% 
0,6 1,97E-02 2,41E-02 4,16E-04 2,59E-03 0,31% 0,22% 0,67% 0,17% 
0,8 1,76E-02 2,36E-02 4,48E-04 2,61E-03 0,21% 0,09% 0,21% 0,26% 
1 1,56E-02 2,30E-02 4,92E-04 2,62E-03 0,12% 0,07% 0,12% 0,16% 
1.2 1,40E-02 2,24E-02 5,42E-04 2,62E-03 0,42% 0,36% 0,34% 0,11% 
1.4 1,26E-02 2,17E-02 5,99E-04 2,61E-03 0,43% 0,42% 0,01% 0,02% 
1.6 1,14E-02 2,10E-02 6,69E-04 2,60E-03 0,63% 0,26% 0,30% 0,22% 
1.8 1,04E-02 2,02E-02 7,54E-04 2,57E-03 0,73% 0,42% 0,87% 0,45% 
2 9,50E-03 1,94E-02 8,54E-04 2,54E-03 0,64% 0,28% 1,05% 0,69% 
2,2 8,73E-03 1,85E-02 9,73E-04 2,49E-03 0,76% 0,93% 0,73% 0,47% 
2,4 8,03E-03 1,75E-02 1,12E-03 2,43E-03 0,87% 0,80% 0,28% 0,12% 
2,6 7,36E-03 1,65E-02 1,31E-03 2,37E-03 1,01% 0,84% 0,10% 0,09% 
2,8 6,68E-03 1,54E-02 1,57E-03 2,30E-03 1,08% 1,37% 0,02% 0,03% 
3 6,23E-03 1,46E-02 1,84E-03 2,23E-03 1,25% 1,15% 0,34% 0,03% 
3,2 5,98E-03 1,41E-02 2,06E-03 2,19E-03 1,24% 1,22% 0,43% 0,81% 
3,4 5,90E-03 1,39E-02 2,21E-03 2,15E-03 1,32% 1,35% 0,92% 1,34% 
3,6 5,96E-03 1,40E-02 2,27E-03 2,11E-03 1,25% 1,62% 0,71% 1,66% 
3,7 6,04E-03 1,42E-02 2,25E-03 2,10E-03 1,45% 1,63% 0,06% 1,51% 
3,8 6,18E-03 1,45E-02 2,21E-03 2,09E-03 1,56% 1,49% 1,14% 1,41% 
4 6,57E-03 1,54E-02 2,07E-03 2,07E-03 1,55% 1,66% 0,72% 1,58% 
4,2 7,12E-03 1,66E-02 1,87E-03 2,06E-03 1,63% 1,69% 0,90% 2,18% 
4,5 8,11E-03 1,86E-02 1,59E-03 2,06E-03 1,72% 1,58% 1,73% 2,25% 
5 9,88E-03 2,21E-02 1,24E-03 2,05E-03 1,98% 1,69% 2,56% 2,78% 
5,5 1,17E-02 2,56E-02 9,99E-04 2,04E-03 2,11% 1,71% 2,56% 3,50% 
6 1,37E-02 2,93E-02 8,21E-04 2,03E-03 2,05% 1,70% 2,93% 3,82% 
6,5 1,57E-02 3,30E-02 6,87E-04 2,03E-03 2,39% 1,96% 3,19% 4,22% 
7 1,77E-02 3,69E-02 5,83E-04 2,03E-03 2,38% 2,10% 3,44% 4,12% 
7,5 1,98E-02 4,08E-02 5,01E-04 2,03E-03 2,62% 2,15% 3,37% 4,59% 
 
Tabella 7.5 – Confronto dei risultati con quelli di Elliott e Bartz. 
7.4 Progettazione preliminare di un motore a razzo 
Il combustibile è il propino (formula molecolare 𝐶3𝐻4), un gas comunemente 
utilizzato nelle saldature. L’ossidante è il perossido di idrogeno (formula molecolare 
𝐻2𝑂2), comunemente noto come acqua ossigenata, con una concentrazione percentuale in 
peso molto elevata. La combustione avviene in eccesso di ossidante. 
L’analisi inizia con uno studio delle prestazioni al variare del rapporto di 
mescolamento utilizzando rocket1D. Una volta scelto, si utilizza il fluido ottenuto in 
uscita dalla camera di combustione per progettare un ugello Rao. Infine, al flusso 




7.4.1 La camera di combustione 
La reazione di combustione del propino con acqua ossigenata con una concentrazione 
w e rapporto di mescolamento 𝑟 = ?̇?𝑜 ?̇?𝑓⁄  può essere descritta dall’equazione chimica: 
 𝐶3𝐻4 + 5(1 + 𝑥)𝐻2𝑂2 + 5(1 + 𝑥) (1 − 𝑦)𝑦 𝐻2𝑂 ⇌ 𝑑𝐶𝑂 ++𝑒𝐻2𝑂 + 𝑓𝐻2  (7.1) 
Dove y rappresenta la frazione molare dell’acqua ossigenata ed è legata alla 




+ 100 −𝑤ℳ𝐻2𝑂 ≅
𝑤34.0
𝑤34.0 + 100 −𝑤18.0  (7.2) 
I coefficienti stechiometrici si possono ottenere con una serie di considerazioni sulla 
conservazione della massa. Nei prodotti il carbonio del propino è contenuto solo nel 
monossido di carbonio, per cui 𝑑 = 3. Il numero di moli dell’acqua prodotta (coefficiente 
e) è la somma delle moli dell’acqua reagente e quella ottenuta dall’idrogeno contenuto nel 
propino e nell’acqua ossigenata, cioè: 
 𝑒 = 5(1 + 𝑥) (1 − 𝑦)
𝑦
+ 2 + 5(1 + 𝑥) == 5(1 + 𝑥) (1 − 𝑦)
𝑦
+ 7 + 5𝑥  (7.3) 
Il coefficiente f si ricava imponendo la conservazione dell’ossigeno e risulta 𝑓 = 5𝑥 2⁄ . 
L’equazione chimica assume la forma: 
 𝐶3𝐻4 + 5(1 + 𝑥)𝐻2𝑂2 + 5(1 + 𝑥) (1 − 𝑦)𝑦 𝐻2𝑂 ⇌ 3𝐶𝑂 ++ �7 + 5𝑥 + 5(1 + 𝑥) (1 − 𝑦)
𝑦
�𝐻2𝑂 + 52 𝑥𝐻2  (7.4) 
Il coefficiente x è utilizzato nella (2.1) per rappresentare una combustione in eccesso di 




= 5𝑦𝑁𝐻2𝑂2(0) ℳ𝐻2𝑂2 + 5 (1 − 𝑦)𝑦 𝑁𝐻2𝑂(0) ℳ𝐻2𝑂
𝑎𝑁𝐶3𝐻4
(0) ℳ𝐶3𝐻4 (1 + 𝑥) =
≅
5 ∙ 34.0 + (1 − 𝑦)𝑦 18.040.0 (1 + 𝑥)
 (7.5) 
Risolvendo rispetto ad x si ha: 
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 𝑥 = 40.0𝑟5𝑦 ∙ 34.0 + (1 − 𝑦)18.0 − 1 (7.6) 
Il problema di equilibrio termochimico è risolto con la funzione combustion (§ 2.5) che 
utilizza il programma Cantera®. Nella Figura 7.4, Figura 7.5 e Figura 7.6 è illustrato 
l’effetto del rapporto di mescolamento sulla temperatura di combustione, sulla massa 
molare media del gas prodotto dalla combustione e sull’impulso specifico considerando 
un’espansione a pressione ambiente nulla e rapporto delle aree 𝐴𝑒 𝐴𝑡⁄ = 330. La 
pressione di combustione è 1 MPa e sono considerati diversi valori di concentrazione in 
peso w per l’acqua ossigenata. 
 




Figura 7.5 - Massa molare media dei prodotti in funzione del rapporto di mescolamento. 
 
Figura 7.6 - Impulso specifico in funzione del rapporto di mescolamento per un espansione nel vuoto con 
rapporto delle aree 𝐴𝑒 𝐴𝑡⁄ = 330. 
La concentrazione di acqua ossigenata considerata è del 98 %. Il rapporto di 
mescolamento è scelto in modo da assicurare il massimo impulso specifico. La Figura 7.6 




La progettazione dell’ugello inizia con la verifica dell’ipotesi di flusso congelato. 
Questa è svolta valutando il tempo di residenza del gas nell’ugello per il valore della 
spinta assegnato da specifica. 
Si considera un’espansione nel vuoto con rapporto delle aree 𝐴𝑒 𝐴𝑡⁄ = 330. Si ricava 
il Mach e la pressione di scarico con le (2.6) e (2.5). La velocità del suono locale nella 
gola si calcola dalla sua definizione e quella di temperatura di ristagno: 
 
𝑎𝑡𝑟 = �𝛾𝑅𝑇𝑡𝑟 = � 𝛾𝑅𝑇01 + 𝛾 − 12 → 𝑎𝑡𝑟 ≅ 1130 𝑚 𝑠⁄  (7.7) 
Si calcolano il coefficiente di spinta e l’area di gola con le (2.11) e (2.10). È possibile 
calcolare il raggio di gola. La lunghezza dell’ugello è stimata considerando un ugello 







− 1� (7.8) 
Utilizzando la (2.23) si ha una stima del tempo di residenza del flusso nell’ugello. La 
Figura 7.7 illustra i risultati ottenuti. Si osserva che il tempo di residenza 𝜏𝑟 è dell’ordine 
di 10−4 𝑠 per valori della spinta di circa 1 kN o inferiori. Peterson (19) citando Timnat 
(20) suggerisce che per tempi di questo ordine di grandezza o inferiori la ricombinazione 
sia trascurabile per cui è più che ragionevole l’ipotesi di flusso congelato. 
 
Figura 7.7 - Tempo di residenza del flusso nell'ugello in funzione della spinta. 
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Per valori della spinta superiori a 1 kN si può ancora usare l’assunzione di flusso 
congelato ma lo scostamento dalle condizioni reali è maggiore. 
Un rapporto delle aree di circa 20 è ottenuto scegliendo 𝑀𝐸 = 3.5. Applicando 
raoscontour si ottiene il contorno in Figura 7.8. La parte subsonica è stata scelta 
coincidente con quella dell’esempio di Bartz.  La Tabella 7.6 illustra le prestazioni del 
motore. Applicando bartz si ottiene il coefficiente di convezione illustrato in Figura 7.9. 
 
 
Figura 7.8 - Contorno dell’ugello. 
Prestazione Valore 
  
Spinta 1 kN 
Impulso specifico nel vuoto 295 s 
Pressione in camera di combustione 1 MPa 
Rapporto di mescolamento 4.675 
Velocità caratteristica 1673 𝑚/𝑠 
Coefficiente di spinta 1.73 
Rapporto delle aree 19.7 
Area di gola 0.578 ∙ 10−3 𝑚2 
Portata 0.35 𝑘𝑔/𝑠 
 











    Capitolo 8
Conclusioni 
Un algoritmo per la progettazione preliminare di un ugello a spinta ottimizzata è stato 
sviluppato partendo da un modello per la combustione in cui questa è considerata 
adiabatica e all’equilibrio. Si assume che i gas prodotti espandano nell’ugello senza una 
variazione significativa della composizione chimica (assunzione nota come flusso 
congelato). Il flusso nell’ugello è considerato stazionario, irrotazionale, isoentropico.  
Successivamente si è analizzato il flusso transonico, selezionando il metodo suggerito 
da Zucrow (11), per ottenere una linea in cui la velocità è nota e leggermente 
supersonica, detta linea dei valori iniziali. 
La regione supersonica è descritta da un sistema di equazioni che può essere risolto 
con il metodo delle caratteristiche imponendo come valore iniziale la linea dei valori 
iniziali. Questo metodo, dopo una breve introduzione teorica, è stato applicato al flusso e 
sono stati sviluppati una serie di algoritmi numerici per la soluzione. 
La procedura seguita per la progettazione di un ugello a spinta ottimizzata è quella 
dovuta a Rao (2). È stato sviluppato un programma in ambiente Matlab® che 
implementa questa procedura utilizzando il metodo delle caratteristiche, la linea dei 
valori iniziali e il modello per la combustione presentati. 
Infine, si è analizzato lo strato limite turbolento alla parete utilizzando un metodo 
integrale dovuto a Bartz (4) e sviluppato in un altro programma. 
I due programmi sono stati applicati agli esempi riportati nelle pubblicazioni di 
riferimento per confrontarli. Rao riporta le caratteristiche di due ugelli in termini di: 
lunghezza, rapporto delle aree, coefficiente di spinta e rapporto tra la spinta e quella 
ottenuta con il modello monodimensionale. Le differenze tra il programma e i dati di Rao 
sono dell’ordine dell’1 − 2 %. 
Bartz ed Elliott studiano lo strato limite in un ugello ottenendo le caratteristiche dello 
strato limite. Le caratteristiche confrontate sono: spessori di quantità di moto e di 
energia, coefficiente di convezione, coefficiente d’attrito. Le differenze in prossimità della 
gola, che rappresenta il punto più critico, sono dell’ordine dell’1%. 
Queste differenze sono dovute alle procedure numeriche utilizzate spesso non del tutto 
coincidenti con quelle utilizzate da Rao e Bartz. I tempi di calcolo dell’ordine di un 
minuto sono compatibili con la natura preliminare dell’analisi. Possibili sviluppi possono 
partire da un metodo più preciso per il flusso transonico, come un metodo temporale. 






Appendice A  
Soluzione numerica di un ODE 
8.1 Introduzione 




= 𝑦′ = 𝑓(𝑥,𝑦) 𝑐𝑜𝑛 𝑦(𝑥0) = 𝑦0 (A.1) 
L’approccio fondamentale per ottenere la soluzione numerica di un ODE consiste nello 
sviluppare in serie di Taylor la funzione 𝑦(𝑥) intorno al punto iniziale (𝑥0,𝑦0): 
 𝑦(𝑥0 + ℎ) = 𝑦0 + ℎ𝑦′(𝑥0,𝑦0) + ⋯+ ℎ𝑚𝑚! 𝑦(𝑚)(𝑥0,𝑦0) (A.2) 
La distanza dal punto iniziale a cui si valuta y è detta passo h dell’integrazione. 
Interrompendo lo sviluppo ad un certo ordine m si introduce un errore detto errore di 
troncamento locale 𝑅𝑚+1 e si parla di metodo di ordine m. 
8.2 Il metodo di Eulero 
Il metodo di Eulero è un metodo di ordine 𝑚 = 1. Indicando con 𝑛 il punto iniziale di 
coordinate (𝑥𝑛,𝑦𝑛), il punto successivo 𝑛 + 1 posto in 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ℎ si trova con lo 
sviluppo: 
 𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑦′(𝑥𝑛,𝑦𝑛) = 𝑦𝑛 + ℎ𝑓(𝑥𝑛,𝑦𝑛) (A.3) 
Questo metodo può essere interpretato geometricamente osservando che il punto 𝑛 + 1 è 
ottenuto considerando costante la derivata 𝑓(𝑥𝑛,𝑦𝑛), in altre parole la curva della 
soluzione è sostituita da una retta tangente alla curva nel punto n (Figura A.1). Il 
metodo di Eulero è il più semplice tra i metodi numerici per risolvere le ODE, ma ha una 




Figura A.1 - Il metodo di Eulero. 
 
Figura A.2 - Il metodo di Eulero predittore-correttore. 
8.3 Il metodo di Eulero modificato predittore-correttore 
Un metodo predittore-correttore utilizza un algoritmo esplicito di un certo ordine per 
predire un valore della soluzione. In seguito, utilizza un algoritmo di ordine superiore per 
correggere la soluzione predetta. Il più semplice tra questi algoritmi è il metodo di Eulero 
modificato predittore-correttore. La soluzione dell’algoritmo predittore ha la forma (A.3). 
L’algoritmo correttore è di ordine 2: 
 
𝑦𝑛+1 = 𝑦(𝑥𝑛) + ℎ𝑦′(𝑥𝑛,𝑦𝑛) + ℎ22 𝑦′′(𝑥𝑛,𝑦𝑛) (A.4) 
Per esprimere 𝑦′′(𝑥𝑛,𝑦𝑛) = 𝑓′(𝑥𝑛,𝑦𝑛) si considera lo sviluppo in serie di Taylor della 
funzione 𝑓(𝑥𝑛 + ℎ) = 𝑓(𝑥𝑛+1,𝑦𝑛+1) intorno al punto iniziale (𝑥𝑛,𝑦𝑛): 
 𝑓(𝑥𝑛+1,𝑦𝑛+1) = 𝑓(𝑥𝑛,𝑦𝑛) + ℎ𝑓′(𝑥𝑛,𝑦𝑛) + ⋯ (A.5) 
Interrompendo lo sviluppo al primo ordine ed esplicitando 𝑓′(𝑥𝑛,𝑦𝑛) si ottiene: 
 𝑓′(𝑥𝑛,𝑦𝑛) = 𝑓(𝑥𝑛+1,𝑦𝑛+1) − 𝑓(𝑥𝑛,𝑦𝑛)ℎ  (A.6) 
Sostituendo nella (A.4) si ottiene la forma dell’algoritmo correttore: 
 𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ 𝑓(𝑥𝑛,𝑦𝑛) + 𝑓(𝑥𝑛+1,𝑦𝑛+1)2  (A.7) 
Dove 𝑦𝑛+1 è il valore predetto con la (A.3). Anche questo metodo può essere interpretato 
geometricamente (Figura A.2). Il punto 𝑛 + 1 è ottenuto sempre approssimando la curva 
ad una retta, ma di pendenza pari alla media tra quella in n e quella nella predizione di 
𝑛 + 1 (punto indicato con a nella figura). 
L’algoritmo correttore (A.7) può essere applicato più volte per aumentare 
l’accuratezza. In genere, il calcolo termina con un criterio di convergenza. 
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8.4 Il metodo di Runge-Kutta 
Il metodo di Eulero è poco pratico perché richiede dei passi d’integrazione molto 
piccoli per ottenere una ragionevole accuratezza. Anche utilizzare sviluppi di Taylor di 
ordine maggiore risulta poco pratico per le complicazioni associate all’utilizzo di derivate 
di ordine maggiore. I metodi di Runge-Kutta riescono ad ottenere un accuratezza di 
ordine superiore senza calcolare le derivate di ordine superiore ma determinando la 
funzione 𝑓(𝑥,𝑦) in punti selezionati di ciascun passo. 
Il più semplice tra i metodi di Runge-Kutta è quello del secondo ordine. La sua forma 
è: 
 𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ2 (𝑚1 + 𝑚2) (A.8) 
dove: 
 𝑚1 = 𝑓(𝑥𝑛,𝑦𝑛) , 𝑚2 = 𝑓(𝑥𝑛 + ℎ,𝑦𝑛 + ℎ𝑚1) (A.9) 
Questo metodo coincide con l’algoritmo correttore del metodo di Eulero modificato 
predittore – correttore (A.7). 
Il più popolare tra i metodi di Runge-Kutta è l’algoritmo del quarto ordine di forma: 
 𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ6 (𝑚1 + 2𝑚2 + 2𝑚3 + 𝑚4) (A.10) 
dove: 
 𝑚1 = 𝑓(𝑥𝑛,𝑦𝑛)
𝑚2 = 𝑓 �𝑥𝑛 + ℎ2 ,𝑦𝑛 + ℎ2𝑚1�
𝑚3 = 𝑓 �𝑥𝑛 + ℎ2 ,𝑦𝑛 + ℎ2𝑚2�
𝑚4 = 𝑓(𝑥𝑛 + ℎ,𝑦𝑛 + ℎ𝑚3)
 (A.11) 
Questo algoritmo può essere interpretato geometricamente osservando che il punto 𝑛 + 1 
è ottenuto approssimando la curva della soluzione esatta ad una retta con pendenza 
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